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REZIME

Telenje u otvorenim tokovima se ¢esto modelira linijskim
(1D) modelom. Takav pristup problematici podrazumeva
da se slozena strujna slika kod te¢enja u otvorenim
tokovima pojednostavljuje, a kalibracijom parametara
modela se postiZe da model vermno simulira prirodni
proces. I u fazi kalibracije, kao i kasnije u fazi kori§¢enja
modela, moguée je da raspoloZivi podaci o fenomenu u
sebi nose odredenu gresku. Da bi se proverio uticaj grelke
na rezultate proratuna, neophodno je sprovesti dodatne
analize. U radu se prikazuje analiza neodredenosti
rezultata usled neodredenih ulaznih vrednosti i parametara
modela. U ovom radu se razmatraju zatvoreni numericki
modeli (kojima se ne moZe menjati koncept ni programski
kod) i na natin kako se predstavljaju neodredene veli¢ine
(u obliku intervala, rasplinutog skupa i statistitke
raspodele).

Kljuéne reéi: linijski modeli otvorenih tokova,
propagacija neodredenosti

1. UVOD

SloZena priroda turbulentnog te¢enja u otvorenim
tokovima zahteva primenu kompleksnih racunskih
postupaka u modeliranju ovih tokova. Teenje u
otvorenim tokovima se &esto modelira linijskim (1D)
modelom [8]. Takav pristup problematici podrazumeva da
se sloZena strujna slika kod te¢enja u otvorenim tokovima
pojednostavljuje, a kalibracijom parametara modela se
postiZze da model verno simulira prirodni proces. Ukoliko
se teenje modelira deterministickim matemati¢kim
modelom, za odabrani skup ulaznih vrednosti i parametara
modela dobija se egzaktna vrednost rezultat modela.

Neizvesnost (neodredenost) predstavlja stanje kada nije
moguce dobiti egzaktnu vrednost, ve¢ je potrebno imati u
vidu vige vrednosti od kojih su ponekad neke vile, a neke

manje verovatne. Neodredenost se moze sagledati iz dva
ugla: 1) neodredenost u pogledu prirodne varijabilnosti
(eng. aleatory uncertainty) i 2) neodredensot u pogledu
nedostatka znanja iz proucavane oblasti (eng. epistemic
uncertainty). Prvi oblik neodredenosti predstavlja
neotkionjivu  karakteristiku  prirodnih  pojava. Kod
hidrodinami¢kih  fenomena, primer bi fenomen
turbulencije. Neodredensot u pogledu nedostatka znanja
se moZe umanjiti detaljnijim proufavanjem pojave od
interesa, dodatnim merenjima, itd. pa se ovaj vid
neodredenosti smatra, ako ne otklonjivim onda bar
umanjivim.

U pogledu matemati¢kog modeliranja kada se posmatraju
rezultati modela, moguée je razdvojiti neodredenosti na:
1) neodredenosti samog modela (usled konceptualizacije i
pojednostavljenja modeliranog fenomena), 2)
neodredensot usled neodredenosti parametara modela i 3)
neodredenost usled neodredenosti ulaznih vrednosti.
Ukoliko se pretpostavi da model i parametri nemaju
nikakvu neodredenost, tj. da je model verna predstava
opisivanog procesa, a parametri su optimalno odredeni u
procesu kalibracije, transformacija neodredenih ulaznih
vrednosti u neodredene rezultate naziva se propagacija
neodredenosti.

Tehnike propagacije neodredenosti su brojne i izbor
adekvatne tehnike zavisi pre svega od informacija koje se
mogu upotrebiti u proceni i prikazu neodredenosti ulaznih
vrednosti. Postoje tri pristupa kako se mogu prikazati
neodredene veli¢ine i kako se njima moZe manipulisati: 1)
probabilisiti¢ki pristup (funkcije raspodele verovatnoce),
2) pristup koji se odnosi na intervalsku matematiku i 3)
posibilisti¢ki pristup (rasplinuti skupovi). Svaki od
pomenutih pristupa zahteva poseban matematitki aparat
kojim bi se sproveo proralun propagacije neodredenosti.

Posebnu klasu problema kod propagacije neodredenosti
predstavljaju procedure i metodologije u kojima se koriste
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tzv. zatvoreni modeli. Zatvoreni modeli predstavljaju
klasu modela kod kojih je programski kd iskompajliran i
kod kojih je mogude pristupiti samo ulaznim vrednostima
i parametrima modela. Nafin izraunavanja se ne moZe
menjati i ukoliko se radi o deterministi¢kim modelima,
rezultat je jedinstvena, egzaktna vrednost. Zbog toga su
metode propagacije neodredenosti posebne matematitke
procedure, dok se model koristi samo kao eksterni
"engine”.

U ovom radu su opisana tri postupka koja se baziraju na
tri razli¢ite predstave neodredene velic¢ine: 1) Monte
Karlo metoda, 2) intervalska matematika i 3) o presek
metoda rasplinutim skupovima. Monte Karlo metoda
predstavlja baznu metodu za propagaciju neodredenosti
baziranu na probabilistitkoj teoriji. Medutim, najveéi
problem predstavlja veliki broj informacija koje se moraju
imati da bi se ispravno formirala ulazna vrednost u obliku
statistitke  raspodele. Intervalska matematika nudi
elegantno reSenje za monotone modele, dok se kod
modela koji imaju multimodalna redenja (veci broj
minimuma i maksimuma na intervalu redenja) mora
upotrebiti neka metoda za traZenje ekstremnih vrednosti
(optimizaciona metoda). Predstava neodredenih veligina u
obliku rasplinutih skupova ima tu prednost §to se
prioritetna reSenja (namerno se pravi razlika u odnosu na
refenja sa veéom verovatnotom) mogu predstaviti u
skupu svih moguéih reSenja jedinstvenom funkcijom
pripadnosti (eng. membership function).

Bes propagacije neodredjenosti
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Citava metodologija je prikazana prakti¢nim primerom na
modelu reke Jadar koja proti¢e zapadnom Srbijom. 1D
model je formiran uz pomo¢ HEC-2 softverskog paketa
koji za unetu geometriju i poletne uslove raduna nivoe u
ratunskim presecima. Kao neodredeni parametar modela
kori¥¢en je Maningov koeficijent otpora, &ija je veli€ina
neodredenosti procenjena preko uputstava iz literature.

2. NEODREDENOSTI KOD MODELIRANJA
HIDROTEHNICKIH PROCESA

Matematitko  modeliranje  hidrotehni¢kih  procesa
predstavlija proces opisivanja fenomena teCenja sa
slobodnom povr§inom matemati¢kim relacijama. U
procesu  modeliranja se unosi odredena doza
aproksimacije u skladu sa dva osnovna kriterijuma: 1)
potrebama (rezultatima koji se ofekuju od modela) i 2)
raspoloZivim informacijama o modeliranom fenomenu.
Ova dva kriterijuma &ine glavna ogranienja koja ne
dozvoljavaju da model bude kompleksniji od onog za koji
postoje raspoloZivi podaci, ali da ne sme biti ni manje
kompleksan od modela koji bi odgovorio potrebama.
Dodatne informacije mogu se, stoga, traZiti jedino u
dodatnim analizama rezultata modela. Jedna od
kompleksnih i jo§ uvek u stru¢noj praksi nestandardnih
analiza modela je propagacija neodredenosti. Ovaj tip
analize uvodi novi korak u procesu odluivanja u kome se
umesto jednog egzaktnog ‘reSenja dobija niz mogudih
refenja modela tako da se donosilac odluke moZe osloniti
na neke dodatne informacije, slika 1.
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Slika I: Proces odlugivanja na osnovu rezultata modela bez i sa propagacijom neodredenosti
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Da bi se sprovela propagacija neodredenosti potrebno
Je, na podetku, doneti odluku o obliku u kom de
neodredene veliine biti prikazane. Postoje tri
matemati¢ka oblika koja i na prvi pogled daju utisak o

Interval Funkcija pripadnosti

~ Neodredjena veliding

Neodredjena veli¢ina

neodredenosti (slika 2) [4]: 1) interval (najprostiji naéin
prikazivanja neodredenosti), 2) rasplinuti skup i 3)
raspodela verovatnoce (najsloZeniji na¢in).

Funkcija gustine verovatnode

Povriiny=1.0

3

Neodredjcna veliding

Slika 2: Primeri neodredenih veli¢ina prikazanih u obliku intervala, raspodele verovatnoce i rasplinutog skupa

Interval predstavlja otvoreni ili zatvoreni skup vrednosti
bez ikakvih dodatnih informacija koje bi vodile ka vise
ili manje verovatnim vrednostima u okviru intervala.
Drugi po redu oblik kojim se mogu predstavljati
neodredene veli¢ine predstavlja rasplinuti skup [1, 2, 3,
4, 12, 13]. Tako se u procesu propagacije neodredenosti
ne koriste pravila manipulacije rasplinutim skupovima
(specifiéna za tzv. logiku rasplinutih skupova [4]),
funkcija pripadnosti (eng. membership function)
nesumljivo daje utisak neodredenosti neke veliCine sa
dodatnim informacijama koje veli¢ine su vi§e verovatne.
Funkcija raspodele verovatnoce (gustine verovatnoce)
(1, 4, 6, 7, 9, 10] pruza nedvosmisleno najvide
informacija o neodredenoj veli¢ini, a samim tim i
zahteva najvie informacija da bi se formirala kao
ulazna veli¢ina.

Izbor oblika kojim ¢e biti prikazana neodredena veli¢ina
pre svega zavisi od koli¢ine informacija kojima
raspolazemo o ulaznoj vrednosti modela. Medutim, ne
sme se izostaviti ni kriterijum koji se odnosi na brzinu
izraunavanja modela. To zna¢i da se analiza
neodredenosti mora sprovesti u okvirima koji su

fix)

ogranieni informacijama kojima se raspolaZe i
mogucénostima radunara da analizu sprovedu na efikasan
i brz nacin.

3. METODE PRORACUNA PROPAGACLJE
NEODREDENOSTI KOD ZATVORENIH
HIDROTEHNICKIH MODELA

Metode propagacije neodredenosti su matematicke
procedure kojima se preslikavaju neodredene ulazne
vrednosti u neodredene rezultate modela [10, 12]. Za
svaki tip neodredene velifine postoji specifitna
procedura kojom se na vife ili manje efikasan nadin
moZe dobiti rezultat u istoj formi kao $to je ulazna
veli¢ina. Takode, svaka metoda ima i niz varijacija koje
su prilagodene specifi¢nim karakteristikama ulaznih
veli¢ina i modela. Metode koje odgovaraju oblicima
prikazivanja neodredenih velifina sa slike 2 se mogu
podeliti na sledeée kategorije: 1) Metode bazirane na
intervalskoj matematici, 2) o presek metode, 3) Monte
Karlo metode [4, 9, 10, 12].

1(x)

Slika 3: Grafi¢ka interpretacija propagacije neodredenosti pomocu intervalske matematike
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Intervalska matematika (intervalska. algebra) predstavlja
skup matemati¢kih operacija koje se sprovode nad
intervalima. Primena zatvorenih modela kada se koriste
neodredene ulazne veli¢ine u obliku intervala razlikuje
se kada je model monoton (slika 3a) pa je dovoljno
preslikati samo granice intervala i kada model to nije
(slika 3b) pa se moraju primeniti optimizacione metode
da bi se odredili lokalni ekstremumi.

o presck metoda se bazira na proSirenoj metodi
intervalske matematike, pri ¢emu se ulazni rasplinuti
skup deli na niz tzv. o preseka, koji predstavljaju
intervale za pojedine nivoe pripadnosti funkcije
rasplinutog skupa, slika 4.

Propagacija neodredenosti je na jednodimenzionalnom
monotonom modelu prikazana na slici 5a, gde se vidi

(A)

kako je dovoljno preslikati samo granice o preseka, dok
je na slici 5b prikazana razlika preslikavanja kod
monotonog 1 nemonotonog modela gde je potrebno
upotrebiti neku optimizacionu metodu {1, 4].
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Slika 4: o presek rasplinutog skupa
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Slika 5: a presek metoda kod propagacije neodredenosti veli¢ine u obliku rasplinutog skupa

Formiranje raspodela verovamode
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Generisanje serije od N sludamih brojeva
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Anahza 1 zakijudcy

Slika 7: Procedura Monte Karlo metode
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Propagaciju neodredenosti kada se ulazna velifina
predstavi preko raspodele verovatnoce je mogude izvesti
analiti¢ki ukoliko je poznat analiti¢ki izraz za model i
ukoliko je on diferencijabilan i neprekidan. Kod
zatvorenih modela to obi¢no nije slutaj pa se
propagacija neodredenosti naj¢e$€e ratuna koristeci
Monte Karlo metodu: generife se veliki broj slutajnih
ulaznih veliina prema datoj raspodeli verovatnoce i za
svaku veli¢inu se wuradi simulacija (slika 7). Od
dobijenog niza rezultata modela moZe se rekonstruisati
raspodela verovatnode rezultata. Analiza rezultata se
dalje sprovodi raCunanjem statistickih parametara
raspodele verovatnode rezultata i to: srednje vrednosti,
standardne  devijacije, koeficijenta asimetrije ili
sprostenosti.
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4 PRIMER - 1D MODEL TECENJA REKE JADAR

Propagacija neodredjenosti je prikazana na primeru
modela ustaljenog tetemja u otvorenim prirodnim
wkovima. Poznato je da neodredenost Maningovog

koeficijenta trenja, pored geometrije 1 ostalih
parametara, znatno uti¢e na izratunatu dubinu/kotu vode
u toku. Za potrebe ovog primera koriS¢en je model reke
Jadar, slika 8, modeliran u programskom paketu HEC-2.

Slika 8: Grafi¢ki prikaz modelirane deonice reke Jadar

Rezultat modela su dubine u unapred definisanim
popreénim profilima korita, u kojima je definisana
geometrija toka. Definisani su ulazni podaci o
geometriji kanala, grani¢nom uslovu (nizvodna dubina
vode, posto se radi o mirnom reZimu teCenja) 1 protoku,
dok su pretpostavljene razli¢ite raspodele Maningovog
koeficijenta trenja, n, za glavno korito i inundacije.
Rena deonica je modelirana u duZini od 1650 metara sa
12 popreénih profila, dok je nizvodni grani¢ni uslov na
mostu kod Osetine u vidu kriticne dubine. Srednja
vrednost protoka je odredjena hidroloSkom analizom i
ona iznosi O=147 m’/s. Rezultat hidrauli¢kog modela je
kota nivoa usvakom od poprecnh preseka.

Analiza propagacije neodredenosti je sprovedena o
presek metodom, gde je neodredeni Maningov
koeficijent otpora predstavljen rasplinutim skupom. Ova
metoda u sebi ukljucuje i intervalsku metodu. Parametri
trougaonog rasplinutog skupa prikazani su u tabeli 1,
dok je njihov grafi¢ki prikaz i nadin odredivanja o
preseka prikazan na slici 9. Vrednosti parametara su
odabrani tako da srednja vrednost raspodele
verovatnoce i vrednost za m = | rasplinutog skupa, za
glavno korito odgovara Maningovom koeficijentu za
§ljunak, dok za levu i desnu inundaciju odgovara
Maningovom koeficijentu za nisko rastinje i Zbunje.
Veli€ina neodredenosti je procenjena na osnovu
fotografija modelirane deonice.

Takode, propagacija neodredenosti je sprovedena i
Monte Karlo metodom, gde je Maningov koeficijent

otpora predstavljen uniformnom raspodelom sa
parametrima prikazanim u tabeli 2.

Tabela 1: Ulazne vrednosti Maningovog koeficijenta u
obliku trougaonog rasplinutog skupa

n n n
leve inundacije | desne inundacije | glavnog korita
[m-lBS] l—m-lﬂs] [m-ll3s]
a 0.1 0.1 0.04
C 0.6 0.6 0.8
C 14 1.4 1.2

Tabela 2: Parametri uniformnih raspodela Maningovih
koeficijenata otpora

n n n
leve inundacije | desne inundacije | glavnog korita
[m—l/3s] [m-l/3s] [m-l/3s]
il 0.1 0.1 0.04
o 0.01 0.01 0.002

4.1 o presek metoda

Za prikazane ulazne vrednosti Maningovog koeficijenta
sprovedena je propagacija neodredenosti. Obzirom da je
model monoton za Maningov koeficijent kao ulazni
parametar, analizu je moguée sprovesti samo
izra¢unavanjem rezultata modela za granice izabranih o
preseka. Time se znatno smanjuje KoriScenje
ratunarskih resursa, jer za izabranih N o preseka,
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simulacija mora obaviti samo 2N — 1 puta (za trougaoni
rasplinuti skup o presek koji odgovara pripadnosti y = 1
predstavlja samo jednu ta¢ku).

pe

b oo m e e

Dobijeni rezultati su prikazani na slici 10. Odabrano je 4
preseka u kojima su radunate dubine i to za preseke 1=
[0,0.2,0.4,0.6,0.8, 1].

ne

1
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N

L e e

L o=

ac, a ac,
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Slika 9: Parametri i o presek trougaonog rasplinutog skupa
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Slika 10: Jzabrani preseci sa rezultujuéim dubinama

4.2 Monte Karlo simulacija

Monte Karlo simulacija je sprovedena sa ukupno 100
simulacija modela pri ¢emu su Maningovi koeficijenti
otpora generisani iz uniformne raspodele uz
pretpostavku da su nezavisni. Uniformna raspodela je
odabrana jer ne postoje mereni podaci koji bt posluzili
proceni po kojoj raspodeli se javljaju ulazne vrednosti

Maningovog koeficijenta. Konvergencija statisti¢kih
parametara rezultata modela [4] je utvrdena vizuelnom
proverom bezdimenzionalnih vrednosti standardne
devijacije i koeficijenta asimetrije, prikazanih na
dijagramu 11. &0 i Csj0 su vrednosti standardne
devijacija i koeficijenta asimetrije prikupljenog skupa
rezultata, nakon 100 simulacija modela. Kriterijum
konvergencije  predstavlja  veli¢ina  odstupanja
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standardne devijacije od standardne devijacije nakon
velikog broja simlacija. Na dijagramu 11 se moZe videti
da se znaCajno smanjenje odstupanja registruje i nakon
50 simulacija, pa se moZe zakljugiti i da je 50 simulacija
dovoljno za konvergenciju.

Rezultati Monte Karlo simulacije su prikazani u tabeli 3.
Pored srednje vrednosti nivoa u odabranim presecima,
prikazana je i standardna greska srednje vrednosti koja
oznatava greSku koja se pravi kada se za racunanje
srednje vrednosti uzme samo uzorak populacije.

1.8 . . T T ; ' ' T T
Q 14k \ -
&
€ 12t \ .
\ }'\ MM\“‘*—-«——V_
T —"’V' S e —m oI T T T ST
0, 10 20 % a0 5|o % 70 80 % 100
broj simulacija
4 T T T T T T T T T
3t .
Al [/ \MV\ ]
8
] .Y A © e A — — ______./_":_\A_:y:.
(87
ot 7
S _
R T T T
broj simulacija
Slika 11: Konvergencija standardne devijacije i koeficijenta asimetrije
Tabela 3: Rezultati Monte Karlo simulacije
presek 3 presek 6 presek 9 presek 12
u{m] 505.9 510.16 514.19 518.88
¢ [m] 0.0302 0.0343 0.0191 0.0346
Se [lll] 0.003 0.0034 0.0191 0.0035

4.3 Komentar dobijenih rezultata

Iz priloZenih rezultata se moZe =zakljufiti da se
neodredenost nivoa u izabranim popre¢nim profilima
modelirane re¢ne deonce uspe¥no moZe obaviti i «
presek i Monte Karlo metodom. Osnovna prednost o
presek metode je manji broj izraunavanja modela: u
slu¢aju o presek metode N = 6, pa je broj proratuna
modela je 11, dok je u slu¢aju Monte Karlo metode
uradeno 100 simulacija. Takode, ne sme se zanemariti ni
manja koli¢ina informacija koja je potrebna za
formiranje ulaznog rasplinutog skupa za o presek
metodu. Monte Karlo metoda, iako metoda najvele
tatnosti, pored velikog broja simulacija modela
potrebnog za konvergenciju, zahteva i neodredene
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ulazne veli¢ine u obliku raspodela verovatnoce za Cije je
odredivanje potreban veliki broj mernih podataka.

5. ZAKLJUCAK

U radu je prikazana nestandardna analiza 1D modela
koja ukazuje na velitinu neodredenosti rezultata modela
za zadatu neodredenost ulaznih vrednosti Maningovog
koeficijenata otpora za glavno koritg i inundacije.
Teoretski su obradeni pristupi koji se odnose na
upotrebu tzv. zatvorenih modela kod kojih se moZe
pristupiti samo ulaznim vrednostima, parametrima i
rezultatima modela. Iz rezultata analize neodredenosti se
moZe videti da se metoda u kojoj se neodredene veli¢ine
predstavljaju rasplinutim skupovima verno predstavlja
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veli¢ina neodredenosti sa znatno manje simulacija
modela. lako se Monte Karlo metoda smatra
referentnom, kod monotonih modela kao $to su linijski
modeli otvorenih tokova, podjednako zadovoljavajuce
reSenje se moZe dobiti i jednom jednostavnijom
metodom kao 3to je o presek metoda.
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COMPILED FREE SURFACE MATHEMATICAL MODELS UNCERTAINTY PROPAGATION
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Summary

Free surface flow is usually simulated by 1D numerical
" models. This approach assumes flow simplification and
requires model calibration in order to reproduce flow
characteristics in a realistic way. The calibration and
input data are to some extent inherently erroneous. To
check the influence of data errors on the model results, it
is necessary to perform some additional analysis. This
paper deals with the impact of input data uncertainty on

model results, considering only compiled models (those
that cannot be conceptually changed, or modified on the
source code level). Three forms of data uncertainty
representation are presented: intervals, fuzzy sets and
statistical distribution.

Key words: 1D free surface flow models, uncertainty
propagation
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