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Rezime

U ovom radu se govori o moguénostima primene ravanskih ra¢unskih modela u
hidrotehni¢koj praksi. Prikazan je jedan od takvih modela, baziran na jedna¢inama
koje su dobijene osrednjavanjem po cubini toka, a koje se refavaju pomocu ekspli-
citne MacCormack-ove sheme konac¢rih razlika. Ova shema razdvojenih operatora
je zadnjih godina u svetu veoma aktuelna, jer omogucava istovremeno obuhvatanje
razli¢itih reZzima tecenja i dobru reprodukciju talasa sa strmim ¢elom. Mogucnost
korid¢enja ovog modela u praksi je il strovana sa nekoliko primera koji obuhvataju
probleme rusenja brane, te¢enja kroz suzenje 1 tecenja u blizini napera.

1 Uvod

Poznato je da se odredjene vrste tokova kao §to su na primer, tokovi u koritu
sloZene geometrije ili u koritu sa inunc acijama, strujanja u blizini objekata, poplavni
talasi nastali usled rusenja brane ili nasipa u sirokoj reénoj dolini, ne mogu pouzdano
analizirati bez primene ravanskih (prcstorno dvodimenzionalnih) ra¢unskih modela.
Ret je o modelima koji su primenjivi na plitke oblasti strujanja 1 omogucavaju nu-
mericku simulaciju slozenih strujnih folja, sa brzinama osrednjenim po dubini toka.
Vela pouzdanost hidraulickih prora¢ mna doprinosi da se projektovanje bitno una-
predi. Navesée se nekoliko primera. Analiza poremecaja do kojih dolazi u neposred-
noj blizini objekata u re¢nom koritu (mostova, regulacionih gradjevina, itd.), daje
moguénost da se ove gradjevine optinialno dispoziciono i konstruktivno projektuju.
Sracunato polje brzina moze se koris iti kao osnova za izbor optimalne sheme pre-
gradjivanja toka, kao i za dimenzion sanje kamene ili betonske obloge. Proracuni
prostiranja poplavnih talasa usled ri.Senja brana ili nasipa omogucavaju da se u
ravni¢arskim predelima tacnije definisu zone potencijalnog plavljenja, da se odredi
trasa 1 visina nasipa, itd.

U ovom radu ¢e se opisati jedan od modela ravanskog tecenja koji je razvijen
i koris¢éen na Gradjevinskom fakultesu u Beogradu [2],[8], [9]. Ret¢ je o modelu
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koji se bazira na MacCormack-ovoj eksplicitnoj shemi razdvojenih operatora koja je
detaljno opisana u brojnoj specijalizovanoj literaturi (na primer [1},[3],[5]), a koja,
kao sto ¢e se pokazati u nastavku, ima odredjene prednosti u odnosu na mnoge druge
sheme. U ovom radu e se prikazati i primeri koji ilustruju mogucnosti primene
navedenog racunskog modela u praksi.

2 Jednacine ravanskog toka

Ravansko, prostorno dvodimenzionalno tecenje opisuje se jednacinama odrzanja
mase i1 koli¢ine kretanja u kojima su zavisno promenljive veli¢ine osrednjene po
dubini toka:
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U gornjim jednainama, ¢ je vreme, h je dubina, a u i v komponente brzine u
koordinatnim pravcima z,y (osrednjene po dubini toka) u posmatranom racunskom
¢voru. Nagibi dna su oznafeni sa I,; t I,y, dok su nagibi linije energije definisani na
uobi¢ajeni nacin, pomocu Manning-ove jednacine:

n2uv/u? + v? n2vv/u? + v?

Le=—ppm— In=—"ppm— (4)

Turbulentnost toka se modelira uvodjenjem difuzionih ¢lanova u jednacinama
odrzanja koli¢ine kretanja, uz primenu koeficijenta turbulentne difuzije v; (3). Uvo-
djenje ovih ¢lanova ¢&ini da sistem parcijalnih diferencijalnih jednaéina (1), postane
neznatno parabolican, mada, obzirom na relativno male vrednosti koeficijenta 14, u
osnovi zadrzava hiperbolicki karakter.

Za resavanje datog sistema jednaéina potrebno je definisati pocetne i grani-
¢ne uslove. Pocetni uslov &ini prostorni raspored zavisno promenljivih (u,v,k) u
trenutku ¢=0. U mirnom reZimu tetenja potrebno je definisati dva grani¢na uslova
na ulaznim granicama (na primer brzine u,v), a jedan na izlaznim. U burnom
rezimu, na ulaznim granicama je potrebno zadati vremenske zavisnosti sve tri za-
visno promenljive, a na izlaznim, definisanje grani¢nog uslova nije potrebno. Uz
¢vrstu konturu oblasti strujanja zadaje se nulta vrednost obe komponente brzine
ukoliko je v; >0, odnosno nulta vrednost samo komponente upravne na granicu,
ukoliko je v; =0.



3 Resavanje osnovnih jednacina

Sistem jednadina (1) moze se integrisati razli¢itim numeri¢kim metodama. Naj-
cesce se koriste sheme konaénih razlika, sa pravolinijskim ili krivolinijskim racunskim
mrezama. U nastavku Ce se ukratko opisati jedna racunska shema koja se, zbog
nekih dobrih svojstava, danas u svetu cesto koristi u hidraulici otvorenih tokova
13],[4],[5],[6]. Ret je o MacCormack-ovoj eksplicitnoj shemi, koja spada u metode
razdvajanja operatora, 1 zasniva se na etapnom resavanju sistema jednacina (1).
Njene dobre osobine su:

- Tagnost drugog reda po prostoru i vremenu i nizak stepen numericke difuzije;
- Mogu¢énost jednovremenog obuhvatanja oba rezima teéenja - mirnog i burnog;
- Mogucnost modeliranja strmog ¢ela usamljenog talasa bez dodatnih jednacina;

Proratun se po racunskoj shemi MacCormack obavlja u dve etape na svakom
vremenskom nivou:

- Potetno resenje ("prediktor”):

At At '
o BeGig = By His + AT, (5)

V= Vi - A

- Korigovano resenje ("korektor” ):

At At
g% = ol + AT, (6)

¢ _ uP _
Vii=V

- Kona¢no resenje:
1
2
U jednacinama (5)-(7), Vi, je vektor zavisno promenljivih sa prethodnog vre-
menskog nivoa, V7, 1 V{; su odgovarajudi vektori potetnog i korigovanog resenja,
a V; je vektor definitivnog reSenja. Nepoznate brzine se naknadno racunaju na
osnovu V/; 1 uf. = (uk)/h" and v} ; = (vh)'[H .

Operatori prostorne diskretizacije B i F u jednacinama (5) i (6) definisu konacne
razlike "unazad” i "unapred”; na primer:

BxGi,j = Gi,j - Gi—l,j fx Gi,j = Gi+1,j - Gi,j (8)

V=g (Ga+Vs) (<i<N 1<i<M) ™)

b2 LR PR ¥

gde indeksi 7:” 1 ”7” oznacavaju brojeve racunskih ¢vorova u praveima z i y. U
etapi korektora se uvek koristi operator suprotan onom koji je kori§cen u etapi
prediktora. Redosled operatora kona¢nih razlika (prikazan u jedna¢inama (5) i (6) )
moze se menjati u svakom vremenskom koraku po koordinatnim pravcima,a kako ima
ukupno 22=4 razli¢ite mogucnosti, to se nakon svakog cetvrtog racunskog koraka,
sekvenca operatora ponavlja (Tabela 1).0vo je vrlo vazno obelezje MacCormack-
ove sheme, jer omoguéava da se uspeino obuhvate razli¢iti rezimi tecenja koji se
istovremeno mogu pojaviti duz razmatranog toka [5].



Tabela 1. Sekvence kona¢nih razlika
Table 1. Difference operator sequence

Time | Prediktor | Korektor
step | = Y z Y
1 B B F| F
2 F| F B B
3 B F |F| B
4 F B B| F

Zamenom parcijalnih izvoda u osnovnim jednadinama konatnim razlikama prema
izlozenim principima, mogu se izvesti algebarske jednacine za svaku racunsku etapu
iz kojih se zatim, direktno ra¢unaju vrednosti nepoznatih.

Stabilnost prora¢una uslovljena je zadovoljenjem poznatog kriterijuma Courant-
Friedrichs-Lewy-ja za eksplicitne sheme [1],[5]:

: Az Ay
At < man ((u Vo T \/g_ﬁ)maz) (9)

4 Primeri primene racunske metode

Opisana ratunska metoda je proverena simulacijom odredjenog broja laboratorij-
skih eksperimenata [9]. Kao ilustracija moguénosti njene primene u praksi posluzice
nekoliko hipotetickih primera.

Prolom brane/nasipa. Razmatra se slutaj delimi¢nog rudenja brane duZine
200 m. Pretpostavlja se da je doslo do trenutnog formiranja brese na duzini od
75 m, pri poéetnim dubinama uzvodno i nizvodno od brane od h;=3 m, odnosno
ho=1 m. Slika 1 prikazuje stanje 15 s nakon rusenja. Reé¢na dolina nizvodno od
brane je horizontalna.

U simulaciji je koriséen prostorni korak Az = Ay=>5 m (1600 &vorova), dok je vre-
menski korak u toku proraéuna promenljiv i automatski je racunat iz uslova stabil-
nosti (9). Usvojena vrednost Manning-ovog koeficijenta rapavosti iznosi n=0.02 m~1/3s.
U pocetnom trenutku sve brzine su jednake nuli, osim u profilu otvora, gde je kom-
ponenta brzine normalna na osovinu pregrade zadata na osnovu teorijskog reSenja
(8/27)\/ghi, dok je potetna dubina u osovini otvora zadata takodje na osnovu teori-
jskog resenja, (4/9)h;.

Slika 1. Ravansko teéenje kao posledica delimi¢nog rusenja brane
(t=15s)

Figure 1. Two-dimensional unsteady flow as a consequence of partial
dam failure (t=15 s)

Na Slici 2 prikazan je uzduZzni profil po osovini otvora (brese). Moze se konsta-
tovati da je strmo éelo talasa verno reprodukovano zahvatajuéi samo dva racunska
polja, 3to govori o izvanrednim svojstvima MacCormack-ove sheme.



Slika 2. Prolom brane - uzduzni profil po osovini otvora (t=15 s)
Figure 2. Dam break problem - longitudinal water surface profile
(t=15 s)

Na Slici 3 prikazane su linije jednakih dubina i polje brzine za isti slucaj, 15 s
nakon rusenja pregrade. Na osnovu dobijenih rezultata, moze se zakljuciti da se
opisani model moze uspesno koristiti za analizu hidraulickih posledica rusenja brana
(ili nasipa) u podru&jima gde topografski uslovi namecu ravansko tecenje.

Slika 3. Prolom brane - izolinije i polje brzine (t=15 s)
Figure 3. Dam break problem - contour lines and velocity field (t=15 s)

Tecenje kroz suzenje. Drugi primer primene opisane metode je isticanje kroz
suzenje u horizontalnom kanalu pravougaonog preseka irine 200 m [2]. Odnos Sirine
otvora i §irine korita je 0.25. Ovaj sluéaj je u praksi vezan za probleme mostovskih
suzenja, pregradjivanja raénih tokova. i dr. U numeri¢kom smislu ovaj primer je in-
teresantan i sa gledista grani¢nih uslova na otvorenim granicama (uzvodnoj i nizvod-
noj), kao i modeliranja turbulencije. A

U proracunu su kori§éeni geometriski podaci i ratunski parametri prethodnog
primera, s tim $to je u pogetnom trenutku zadata dubina u svim &vorovima od
2.0 m. Uzvodni grani¢ni uslovi su definisani u vidu nivograma (Tabela 2) i uslova
da je komponenta brzine upravna na osovinu pregrade jednaka nuli. Na nizvodnom
kraju je koriséen uslov "slobodnog oticaja”. Na &vrstim granicama je zadat uslov
da su obe komponente brzine jednake nuli. Usvojena je vrednost koeficijenta tur-
bulentne viskoznosti »,=0.02 m?/s. (U principu, vrednost ovog parametra se moze,
analogno Manning-ovom koeficijentu trenja, kalibrisati na osnovu merenja, ukoliko
ova postoje).

Tabela 2. Te¢enje u suZenju - uzvodni grani¢ni uslov
Table 2. Flow through constriction - the upstream boundary condition

t(s) | 0 | 50 | 300
b (m) | 2.0 | 2.30 | 2.30

Na Slici 4 je prikazana slozena strujna slika u zoni suzenja 2.3 min nakon pocetka
podizanja nivoa na uzvodnom kraju posmatrane deonice. Moze se uociti pojava
vrtloga u "mrtvim” zonama sa obe strane glavnog toka, koji je koncentrisan u pravcu
osovine otvora.

Slika 4. Ravansko teenje kroz suzenje (t=2.3 min)
Figure 4. Two-dimensional flow through constriction (t=2.3 min)

Na slikama 5 i 6 prikazani su popre¢ni presek kroz osu vrtlogd (presek a-a) i

uzduzni presek kroz osu vrtloga sa desne strane suzenja (presek b-b). ZapaZa se
sniZenje nivoa u zoni vrtloga. Ovaj primer pokazuje da se pomoéu opisanog modela
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moze razmatrati i ustaljeno teéenje, ako su u toku proracuna uzvodni grani¢ni uslovi
konstantni (po vremenu nepromenljivi).

Slika 5. Popreéni presek kroz osu vrtloga (presek a-a; t=2.3 min)
Figure 5. Cross section through the center-line of the vortices
(cross section a-a; t=2.3 min)

Slika 6. Uzduzni presek kroz osu vrtloga (presek b-b; t=2.3 min)
Figure 6. Longitudinal cross section through the center-line of the
vortex (cross section b-b; t=2.3 min)

Strujanje oko napera. Treéi primer tretira problem strujanja u blizini napera.
Naperi su neprelivni, duzine 30 m. Nalaze se u re¢nom koritu horizontalnog dna,
pravougaonog poprecnog preseka sirine 200 m. Razmatrana deonica je ”pokrivena”
raéunskom mrezom sa 1600 &vorova. U proratunu su koriséeni sledeéi parametri:
Manning-ov koeficijent rapavost: n=0.04 m~1/3s, koeficijent turbulentne viskoznosti
v:=0.02 m?/s, potetna dubina 2 m, prostorni koraci Az=Ay=5 m. Vremenski
korak je promenljiv, i racunat je iz uslova (9). Uzvodni grani¢ni uslovi su zadati
u obliku nivograma (Tabela 2) i nulte vrednosti brzine upravne na pravac glavnog
toka. Nizvodni graniéni uslov je zadat u obliku "slobodnog oticaja”.

Najpre je razmatran slucaj jednog napera. Slika 7 prikazuje vektore brzina
pri potpuno razvijenom strujnom polju u zoni napera (t=4.5 min). Ova strujna
slika moze da posluzi za odredjivanje potrebnog odstojanja izmedju napera. Prema
iskustvenoj preporuci, ovo odstojanje se odredjuje iz uslova da povratni vrtlog koji
se javlja u medjunaperskom polju, treba da dosegne nizvodni naper u zoni njegove
donje treéine. Na osnovu ove preporuke i rezultata prikazanih na Slici 7, proizilazi
da bi nizvodni naper trebalo postaviti na odstojanju od oko 60 m.

U literaturi 7] se, polazeéi od pretpostavke o jednolikom tetenju i od rezultata
laboratorijskih ispitivanja, predlaZe obrazac za ocenu potrebne duzine medjunaper-
skog polja L,: :

R4/3
L, <0.
<0 62gn2

(10)

gde je R hidraulicki radijus, a n Manning-ov koeficijent rapavosti. Pri datim
uslovima tetenja, ovaj obrazac daje vrednost L, < 56 m. Razlika u odnosu na
prethodnu vrednost je oko 7%, $to ukazuje na injenicu da su rezultati dobijeni
proratunom strujnog polja u saglasnosti sa polu-empirijskim obrascem koji se naj-
¢esée koristi u praksi.

Slika 7. Strujna slika u blizini jednog napera (t=4.5 min)
Figure 7. Flow field in the vicinity of a groyne (t=4.5 min)

U slede¢em koraku je sraéunato strujno polje u okolini sistema od dva napera.
Naperi su duzine 30 m, sirine 5 m, na medjusobnom odstojanju od 50 m. Svi ostali
parametri su isti kao u slu¢aju strujanja oko jednog napera. Na Slici 8 koja prikazuje



polje brzina 4.3 min nakon pocetka simulacije, jasno se moze uociti pojava povratnog
vrtloga u medjunaperskom prostoru, sto kvalitativno ukazuje da je u konkretnom
slu¢aju duzina medjunaperskog polja dobro odredjena i da bi se verovatno, postigli
efekti zasipanja koje sistem napera i treba da obezbedi.

Slika 8. Strujna slika u blizini dva napera (t=4.3 min)
Figure 8. Flow field in the vicinity of two groynes (t=4.3 min)

5 Zakljucci

Numeri¢ki modeli ravanskog neustaljenog tecenja, imaju velike mogucnosti pri-
mene u praksi u sluéajevima kada se na osnovu topografskih uslova ne moze unapred
odrediti pravac teenja, kao i u slucajevima kada je neophodno sagledati efekte
projektom predvidjenih zahvata.

Eksplicitna shema razdvojenih operatora MacCormack, koja je u ovom radu
primenjena za numeri¢ku simulaciju ravanskih tokova, ima tu dobru osobinu da pod-
jednako dobro reprodukuje i blago i naglo promenljivo tecenje, kao i strmo celo talasa
(bez numericke difuzije - rasplinjavanja), pri c¢emu ne zahteva poseban algoritam za
njegovo otkrivanje i pracenje. Dobijena resenja su stabilna i fizicki realna.

Opisani numeri¢ki model se moze koristiti za resavanje razli¢itih problema hidro-
tehnicke prakse, kao §to je na primer odredjivanje plavnih podrué¢ja u slu¢aju rusenja
brane ili nasipa, analiza uticaja prepreka na strujnu sliku u re¢nom koritu, izbor
regulacionih elemenata (razmak i duzina napera), itd.
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Some Examples of Numerical Simulation of
Two-Dimensional Flows

Abstract

The possibilities of application of depth-averaged two-dimensional numerical
models in hydraulic engineering are discussed in this paper. One of such mod-
els, based on the explicit time-splitting MacCormack finite difference scheme, has
been briefly described. In the last few years, this particular scheme has become very
popular in open-channel hydraulics due to its good shock capturing capabilities and
the fact that different flow regimes, which might simultaneously occur in different
parts of the channel, can be treated at the same time. Several practical examples
are used for illustration, including dam-break flow, flow through constriction and
flow in the vicinity of groynes.

Key words: unsteady flow, two-dimensional flow, numerical models, dam-break
flows, constrictions, groynes.
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Slika 1. Ravansko teéenje kao posledica delimiénog rusenja brane (t=15 s)
Figure 1. Two-dimensional unsteady flow as a consequence of partial dam
failure (t=15 s)
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Slika 2. Prolom brane - uzduzni profil po osovini otvora (t=15 s)
Figure 2. Dam break problem - longitudinal water surface profile (t=15s)
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Slika 3. Prolom brane - izolinije i polje brzine (t=15 s)
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Slika 6. Uzduzni presek kroz osu vrtloga (presek b-b; t=2.3 min)
Figure 6. Longitudinal cross section through the center-line of the vortex
(cross section b-b; t=2.3 min)
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Slika 7. Strujna slika u blizini jednog napera (t=4.5 min)
Figure 7. Flow field in the vicinity of a groyne (t=4.5 min)
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Slika 8. Strujna slika u blizini dva napera (t=4.3 min)
Figure 8. Flow field in the vicinity of two groynes (t=4.3 min)
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