
1 Neprekidnost funkcije

Definicija 1.1. Ka�emo da je funkcija f : D → R neprekidna u taqki a ∈ D ako i samo ako:

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D)(|x− a| < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ε) .

Definicija 1.2. Za funkciju f : D → R ka�emo da je neprekidna sleva, odnosno zdesna, u

taqki a ∈ D ako je
lim

x→a−
f(x) = f(a) , odnosno lim

x→a+
f(x) = f(a) .

Stav 1.1. Funkcija f : D → R je neprekidna u taqki a ∈ D ako i samo ako je neprekidna zdesna

i neprekidna sleva u taqki a ∈ D, tj.

lim
x→a+

f(x) = f(a) = lim
x→a−

f(x) .

Teorema 1.1. Elementarne funkcije neprekidne su na svom domenu.

Primer 1.1. Pokazati da funkcije sgnx i |sgnx| imaju prekid u taqki x = 0.

Rexe�e: Posmatrajmo funkciju y = sgnx koja je definisana sa:

sgnx :=


1, x > 0,

0 , x = 0 ,

−1 , x < 0.

1

0

−1

y = sgnx

x

y

Lako je utvditi da va�i slede�e:

lim
x→0−

sgnx = −1 ̸= sgn(0) = 0 ̸= 1 = lim
x→0+

sgnx .

Shodno tome, funkcija sgnx nije neprekidna u taqki x = 0. Potpuno analogno se pokazuje
da funkcija |sgnx| ima prekid u taqki x = 0.

Definicija 1.3. Za funkciju ka�emo da je neprekidna ako je neprekidna u svakoj taqki
domena.

2 Diferencijabilnost funkcije

Definicija 2.1. Prvi izvod funkcije f : (a, b) → R u taqki x ∈ (a, b) je limes

y′ = f ′(x) := lim
∆x→0

f (x+∆x)− f(x)

∆x
,

ukoliko graniqna vrednost postoji. Ako je f ′(x) konaqan, ka�emo da je funkcija f diferenci-

jabilna u taqki x.

Definicija 2.2. Neka je f definisana u intervalu [x, x+ ε), za neko ε > 0. Ako postoji

f ′
+(x) := lim

∆x→0+

f(x+∆x)− f(x)

∆x
,

ka�emo da funkcija f ima desni izvod u taqki x. Analogno, ukoliko je f definisana u inter-
valu (x− ε, x], za neko ε > 0, i ako postoji

f ′
−(x) := lim

∆x→0−

f(x+∆x)− f(x)

∆x
,

ka�emo da funkcija f ima levi izvod u taqki x.



Stav 2.1. Funkcija f je diferencijabilna u taqki x akko postoje i levi i desni izvod u taqki
x i ako su me�usobno jednaki.

Za funkciju f ka�emo da je diferencijabilna na intervalu (a, b) ukoliko je diferencija-
bilna u svakoj taqki posmatranog intervala. I jox, f je diferencijabilna ako je diferencija-
bilna na svom domenu.

Stav 2.2. Ako je funkcija f diferencijabilna u taqki x, onda je ona i neprekidna u toj taqki.
Obrnuto ne va�i.

Primer 2.1. Pokazati da je funkcija f(x) = |x| neprekidna na svom domenu, ali da nije
diferencijabilna.

Rexe�e: Primetimo da je funkcija f zadata sa:

f(x) = |x| =


−x, x < 0,

0, x = 0,

x, x > 0.

0
x

y

Funkcija f oqigledno je neprekidna na R.

Primetimo da je f ′(x) =

{
−1, x < 0

1, x > 0
.

Kako mo�emo prona�i vrednost izraza f ′(x) za x iz skupova (−∞, 0) i (0,+∞), sledi da
je funkcija f diferencijabilna na istim. Ispitajmo jox diferencijabilnost funkcije
u taqki 0.

f ′
+(0) = lim

h→0+

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→0+

h− 0

h
= 1 .

f ′
−(0) = lim

h→0+

f(0)− f(0− h)

h
= lim

h→0+

0− h

h
= −1 .

Kako je f ′
+(0) ̸= f ′

−(0), funkcija f nije diferencijabilna u taqki 0, dakle ni na svom
domenu.

Teorema 2.1. Pretpostavimo da funkcije f i g imaju izvode u taqki x. Tada funkcije f + g
i f · g imaju izvod u taqki x. Pri tome je:

(f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x) i (f · g)′(x) = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x).

Ukoliko je jox i g(x) ̸= 0, tada i funkcija f/g ima izvod u taqki x i va�i:(
f

g

)′
(x) =

f ′(x) · g(x)− f(x) · g′(x)
g2(x)

.

Posledica. Ukoliko funkcija f ima izvod u taqki x, onda i funkcija c·f , gde je c konstanta,
ima izvod u taqki x i va�i:

(c · f)′(x) = c · f ′(x).

Teorema 2.2. Neka funkcija f ima izvod u taqki x i neka funkcija g ima izvod u taqki f(x).
Tada funkcija g ◦ f ima izvod u taqki x i pri tome va�i:

(g ◦ f)′ (x) = g′ (f(x)) · f ′(x).
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Funkcija f(x) Izvod f ′(x) Va�i za

1. c = const 0 x ∈ R

2. x 1 x ∈ R

3. xα αxα−1 α ∈ R, x > 0

4. ax ax ln a a > 0, a ̸= 1, x ∈ R

5. loga x
1

x ln a a > 0, a ̸= 1, x > 0

6. sinx cosx x ∈ R

7. cosx − sinx x ∈ R

8. tg x 1
cos2 x

x ̸= π
2 + kπ, k ∈ Z

9. ctg x − 1
sin2 x

x ̸= kπ, k ∈ Z

10. arcsinx 1√
1−x2

|x| < 1

11. arccosx − 1√
1−x2

|x| < 1

12. arctg x 1
1+x2 x ∈ R

13. arcctg x − 1
1+x2 x ∈ R

14. shx chx x ∈ R

15. chx shx x ∈ R

16. thx 1
ch2 x

x ∈ R

17. cthx − 1
sh2 x

x ̸= 0

18. arshx = ln(x+
√
1 + x2) 1√

1+x2
x ∈ R

19. archx = ln(x±
√
x2 − 1) ± 1√

x2−1
x > 1

20. arthx =
1

2
ln

(
1 + x

1− x

)
1

1−x2 |x| < 1

21. arcthx =
1

2
ln

(
1 + x

x− 1

)
1

1−x2 |x| > 1

Tabela 1: Tablica izvoda elementarnih funkcija

U tabeli (1) se nalaze izvodi elementarnih funkcija, koje treba dobro nauqiti, jer �emo ih
nada	e jako qesto koristiti u zadacima.

Zadatak 2.1. Prona�i prve izvode slede�ih funkcija:

1. f(x) = 1
11x2 + x6

6 + lnx, f(x) = (x2 − 5x+ 7)ex + lnx
x+2024 , f(x) = sin(3x3)− ex

3−1.

2. f(x) = ln2(3x + cosx), f(x) = x(sin lnx+ cos lnx), f(x) = xx, f(x) = (chx)sin
2 x−cosx2

.

Rexe�e: 1. Imamo slede�e:

•

f ′(x) =

(
1

11x2
+

x6

6
+ lnx

)′
=

(
1

11x2

)′
+

(
x6

6

)′
+ (lnx)′

=

(
1

11
x−2

)′
+

(
x6

6

)′
+ (lnx)′ =

1

11
(−2)x−2−1 +

6x5

6
+

1

x

= − 2

11x3
+ x5 +

1

x
;
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•

f ′(x) =

(
(x2 − 5x+ 7)ex +

lnx

x+ 2024

)′
=
(
(x2 − 5x+ 7)ex

)′
+

(
lnx

x+ 2024

)′

= (x2 − 5x+ 7)′ex + (x2 − 5x+ 7)(ex)′ +
(lnx)′(x+ 2024)− (lnx)(x+ 2024)′

(x+ 2024)2

= (2x− 5)ex + (x2 − 5x+ 7)ex +
1
x(x+ 2024)− (lnx) · 1

(x+ 2024)2

= (x2 − 3x+ 2)ex +
1
x(x+ 2024)− lnx

(x+ 2024)2
;

• Koriste�i pravilo za izvod slo�ene funkcije, dobijamo da je

f ′(x) = (sin 3x3 − ex
3−1)′ = (sin 3x3)′(3x3)′ − (ex

3−1)′(x3 − 1)′

= 9x2 cos 3x3 − 3x2ex
3−1 .

2. Prva dva primera uraditi za ve�bu (kao izvod slo�ene funkcije).

Podsetimo se transformacije

fg = eg ln f , f > 0 .

Ova tranformacija pokazuje se korisnom u narednim primerima.

• Prvo �emo funkciju f(x) = xx prebaciti u pogodniji oblik, a zatim �emo prime-
niti pravilo za izvod slo�ene funkcije, pa imamo

f ′(x) = (xx)′ = (ex lnx)′ = ex lnx · (x lnx)′

= ex lnx ·
(
1 · lnx+ x · 1

x

)
= xx(lnx+ 1) ;

• Kao u prethodnom primeru, prvo funkciju f(x) = (chx)sin
2 x−cosx2

prebacimo u po-
godniji oblik, a potom prime�ujemo pravilo za raquna�e izvoda slo�ene funk-
cije.

f ′(x) =
(
(chx)sin

2 x−cosx2
)′

=
(
e(sin

2 x−cosx2) ln chx
)′

= esin
2 x−cosx2 ln chx((sin2 x− cosx2) ln chx)′

= e(sin
2 x−cosx2) ln chx

(
(sin2 x− cosx2)′ ln chx+ (sin2 x− cosx2)(ln chx)′

)
= e(sin

2 x−cosx2) ln chx

(
(2 sinx cosx+ 2x sinx2) ln chx+ (sin2 x− cosx2)

shx

chx

)
= (chx)sin

2 x−cosx2

(
(2 sinx cosx+ 2x sinx2) ln chx+ (sin2 x− cosx2)

shx

chx

)
.

3 Lopitalova pravila

Teorema 3.1 (Lopitalova pravila). Neka su −∞ ≤ a < b ≤ +∞ i f, g : (a, b) → R diferen-

cijabilne funkcije, pri qemu je g′(x) ̸= 0 za svako x ∈ (a, b) i neka postoji lim
x→a+

f ′(x)

g′(x)
= A ∈ R.

Tada, ukoliko je lim
x→a+

f(x) = lim
x→a+

g(x) = 0 ili lim
x→a+

f(x) = lim
x→a+

g(x) = ∞, va�i lim
x→a+

f(x)

g(x)
= A.

Sliqno, ukoliko je lim
x→b−

g′(x) = B ∈ R i va�i neki od uslova lim
x→b−

f(x) = lim
x→b−

g(x) = 0 ili

lim
x→b−

f(x) = lim
x→b−

g(x) = ∞, imamo da je lim
x→b−

f(x)

g(x)
= B.
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Dakle, kada imamo neodre�ene izraze oblika 0
∞ , 0

0 ili ∞, mo�emo koristiti Lopitalovo
pravilo, dok kada imamo neodre�ene izraze oblika 0 · ∞, +∞− (+∞), −∞− (−∞), 1∞, (+∞)0,
00, prvo �emo ih transformacijama svesti na neki od oblika 0

∞ ili 0
0 , pa tek onda primeniti

Lopitalovo pravilo.

Zadatak 3.1. Pokazati da se na graniqnu vrednost

L = lim
x→+∞

x+ sinx

x+ cosx

ne mo�e primeniti Lopitalovo pravilo.

Rexe�e: Prvo primetimo da x + sinx → +∞ i x + cosx → +∞, kada x → +∞. Shodno tome,
ima smisla posmatrati slede�u graniqnu vrednost:

L′ = lim
x→+∞

(x+ sinx)′

(x+ cosx)′
= lim

x→+∞

1− sinx

1 + sinx
.

Kako ne postoje lim
x→+∞

sinx i lim
x→+∞

cosx, sledi da ne postoji L′. No, to xto ne postoji L′

ne znaqi da ne postoji L. Naime,

L = lim
x→+∞

x+ sinx

x+ cosx
= lim

x→+∞

1 +
sinx

x

1 +
cosx

x

= 1 .

Primetimo da Lopitalova pravila daju dovo	ne, ali ne i neophodne uslove za postoja�e
graniqnih vrednosti.

Zadatak 3.2. Odrediti graniqnu vrednost L = lim
x→0+

lnx

ln sinx
.

Rexe�e: Neodre�eni izraz je oblika −∞
−∞ , pa stoga posmatramo slede�u graniqnu vrednost

L′ = lim
x→0+

(lnx)′

(ln sinx)′
= lim

x→0+

1
x

1
sinx cosx

= lim
x→0+

sinx

x cosx
0
0= lim

x→0+

(sinx)′

(x cosx)′
= lim

x→0+

cosx

cosx− x sinx
=

1

1− 0 · 0
= 1 .

Kako postoji L′, postoji i L i va�i L′ = L = 1.

Zadatak 3.3. Odrediti graniqnu vrednost L = lim
x→0+

x lnx .

Rexe�e: Primetimo da je neodre�eni izraz oblika 0 ·(−∞). Stoga transformixemo izraz f ·g
na izraz oblika g

1/f koji �e biti pogodan za primenu Lopitalovog pravila.

L
0
0= lim

x→0+

(lnx)′

(1/x)′
= lim

x→0+

1/x

−1/x2
= lim

x→0+
(−x) = 0 .

Zadatak 3.4. Odrediti L = lim
x→+∞

x
(
ln
√
x+ 1− ln

√
x
)
.

Rexe�e: Ostav	a se qitaocu za ve�bu.

Zadatak 3.5. Odrediti L = lim
x→1

(
1

lnx
− 1

x− 1

)
.
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Rexe�e: Tra�ena graniqna vrednost je jednaka graniqnoj vrednosti

L = lim
x→1

x− 1− lnx

(x− 1) lnx
.

Primetimo da se na ovaj naqin neodre�eni izraz oblika ∞−∞ transformixe na neodre-
�eni izraz oblika 0/0, pa je:

L = lim
x→1

1− 1

x

lnx+
x− 1

x

= lim
x→1

1

x2
1

x
+

1

x2

=
1

2
.

Napomena. Podsetimo se transformacije fg = eg ln f , f > 0 . Ova tranformacija pokazuje se
korisnom u narednim primerima.

Zadatak 3.6. Odrediti graniqnu vrednost L = lim
x→0+

(
1

x

)sinx

.

Rexe�e: Izraz je oblika ∞0. U skladu sa prethodnom napomenom

L = lim
x→0+

esinx ln(1/x) .

Posmatramo graniqnu vrednost izraza u eksponentu:

L1 = lim
x→0+

sinx ln(1/x) .

Ovo je izraz oblika 0 · (−∞), pa se na poznati naqin dobija

L1 = lim
x→0

(ln(1/x))′

(1/ sinx)′
= lim

x→0

−x · 1

x2

− cosx

sin2 x

= lim
x→0

sinx

x
· sinx
cosx

= 0 .

Tra�ena graniqna vrednost je jednaka L = e0 = 1 .

Zadatak 3.7. Odrediti graniqnu vrednost L = lim
x→0+

x

√
cos

√
x.

Rexe�e: Izraz je oblika 1∞, pa ga najpre transformixemo.

L = lim
x→0+

(
cos

√
x
) 1

x = lim
x→0+

e
1
x
ln cos

√
x .

Posmatramo graniqnu vrednost izraza u eksponentu:

L1 = lim
x→0+

1

x
ln cos

√
x .

Ovo je izraz oblika +∞ · 0, pa se na poznati naqin dobija

L1 = lim
x→0+

(ln cos
√
x)′

x′
= lim

x→0+

1
cos

√
x
(− sin

√
x) 1

2
√
x

1
= − lim

x→0+

sin
√
x

2
√
x cos

√
x

0
0= − lim

x→0+

(sin
√
x)′

(2
√
x cos

√
x)′

= − lim
x→0+

1
2
√
x
cos

√
x

1√
x
cos

√
x− sin

√
x
= − lim

x→0+

cos
√
x

2 cos
√
x− 2

√
x sin

√
x

= − 1

2 · 1− 2 · 0 · 0
= −1

2
.

Tra�ena graniqna vrednost je jednaka L = e−
1
2 = 1√

e
.
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4 Tejlorov i Maklorenov polinom

Posmatramo funkciju f(x) koja je diferencijabilna u intervalu (a, b). �en izvod f ′(x) je
funkcija promen	ive x, definisana na (a, b). Ako je ta funkcija diferencijabilna u nekoj
taqki x ∈ (a, b), onda �emo �en izvod (f ′(x))′ nazvati drugim izvodom funkcije f(x) u taqki x i
oznaqavati ga sa f ′′(x) = f (2)(x). Na isti naqin se mogu definisati i f (3), f (4), f (5), itd. Neka
je definisan (n− 1)-vi izvod funkcije f(x), za neko n ∈ N.1 Tada se �en n-ti izvod definixe
sa:

f (n)(x) =
(
f (n−1)(x)

)′
.

Uz to, ukoliko funkcija f ima n-ti izvod ka�emo da je ista n puta diferencijabilna.

Pretpostavimo da funkcija x 7→ f(x) ima u taqki x0 sve izvode zak	uqno do stepena n.
Aproksimiramo funkciju f(x) polinomom n-tog stepena.

Definicija 4.1. Neka je f diferencijabilna n-puta u taqki x0. Polinom n-tog stepena

Tn(x) := f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

se naziva Tejlorovim polinomom funkcije f(x) u okolini taqke x0. Posebno, ukoliko je x0 = 0,
polinom

Mn(x) := f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn

nazivamo Maklorenovim polinomom funkcije f(x).

Smisao Tejlorovog polinoma ogleda se u aproksimaciji funkcije polinomom u okolini taqke
x0. Ova aproksimacija deluje lokalno, dakle van te male okoline polinom i funkcija se veoma
razlikuju.

Navodimo osnovne Maklorenove formule sa ostatkom u Peanovom obliku. U da	em tekstu
ove formule smatramo tabliqnim.

1. ex = 1 + x+
x2

2!
+

x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ o(xn) , x → 0, n ∈ N.

2. sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ · · ·+ (−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!
+ o(x2n) , x → 0, n ∈ N.

3. cosx = 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ · · ·+ (−1)n

x2n

(2n)!
+ o(x2n+1) , x → 0, n ∈ N.

4. ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ · · ·+ (−1)n−1x

n

n
+ o(xn) , x → 0, n ∈ N.

5. (1 + x)α = 1 +

(
α

1

)
x+

(
α

2

)
x2 +

(
α

3

)
x3 + · · ·+

(
α

n

)
xn + o(xn) , x → 0, n ∈ N.

Napomena (Binomni koeficijent).(
α

n

)
=

α!

n!(α− n)!
=

α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
, α ∈ R , n ∈ N.

Zadatak 4.1. Na�i Maklorenov polinom petog stepena za funkciju f(x) = arctg x.

Rexe�e: Imamo da je:

f ′(x) =
1

1 + x2
, f ′′(x) = − 2x

(1 + x2)2
, f ′′′(x) =

6x2 − 2

(1 + x2)3
,

1Nulti izvod funkcije f je sama funkcija f , to jest f (0)(x) = f(x) .
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f (4)(x) = −24x3 − 24x

(1 + x2)4
, f (5)(x) =

120x4 − 240x2 + 24

(1 + x2)5
.

Kako je

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 +

f (4)(0)

4!
+

f (5)(0)

5!
+ o(x5), x → 0

va�i slede�a jednakost

arctg x = x− 1

3
x3 +

1

5
x5 + o(x5) , x → 0.

Zadatak 4.2. Na�i Maklorenov polinom drugog stepena za funkciju

f(x) = x+ ln
2− 3x

3 + 2x
.

Rexe�e: Dovo	no je odrediti Maklorenov polinom drugog stepena funkcije g(x) = ln 2−3x
3+2x .

Naime
f(x) = x+ g(x) = x+M2(x)g + o(x2) = M2(x)f + o(x2) , x → 0.

Raquna�em izvoda dobija se

g′(x) =
13

6x2 + 5x− 6
i g′′(x) = − 13(12x+ 5)

(6x2 + 5x− 6)2
,

pa dobijamo Maklorenov polinom drugog stepena za funkciju g.

M2(x)g = ln
2

3
− 13

6
x− 65

72
x2.

Na kraju, tra�eni Maklorenov polinom je

M2(x)f = ln
2

3
− 7

6
x− 65

72
x2 .

Zadatak 4.3. Odrediti Maklorenovu formulu kao i Maklorenov polinom qetvrtog stepena za
funkciju

f(x) = ln(1− x+ x2) .

Rexe�e: Kako −x+x2 → 0 kada x → 0, koriste�i Maklorenovu formulu za funkciju ln(1+x)
imamo slede�e:

f(x) = (−x+ x2)− (−x+ x2)2

2!
+

(−x+ x2)3

3!
− (−x+ x2)4

4!
+ o(x4)

= −x+
1

2
x2 +

2

3
x3 +

1

4
x4 + o(x4) , x → 0 .

Odgovaraju�i Maklorenov polinom je

M4(x) = −x+
1

2
x2 +

2

3
x3 +

1

4
x4.

Zadatak 4.4. Na�i Maklorenov polinom xestog stepena funkcije f(x) =
1 + x3

1− x3
, a zatim iz-

raqunati L = lim
x→0

1

x3

(
1 + x3

1− x3
− 1

)
.
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Rexe�e: Kako −x3 → 0 kada x → 0, koriste�i Maklorenovu formulu za funkciju (1 + x)α

imamo slede�e:

f(x) =
1 + x3

1− x3
= (1 + x3)(1 + (−x3))−1

= (1 + x3)

(
1 +

(
−1

1

)
(−x3) +

(
−1

2

)
(−x3)2 + o(x6)

)
= (1 + x3)

(
1 + x3 +

(−1)(−2)

2!
x6 + o(x6)

)
= (1 + x3)

(
1 + x3 + 2x6 + o(x6)

)
= 1 + x3 + 2x6 + x3 + o(x6)

= 1 + 2x3 + 2x6 + o(x6) , x → 0

Primetimo da sve qlanove stepena ve�eg od 6 mo�emo zanemariti, tj. oni potpadaju pod
o(x6), jer nam treba razvoj samo do xestog stepena. Dakle, Maklorenov polinom xestog
stepena tra�ene funkcije je

M6(x) = 1 + 2x3 + 2x6 .

Da	e, koriste�i dobijeno raqunamo tra�eni limes

L = lim
x→0

1

x3

(
1 + x3

1− x3
− 1

)
= lim

x→0

1

x3
(
1 + 2x3 + 2x6 + o(x6)− 1

)
= lim

x→0

1

x3
(2x3 + o(x3)) = lim

x→0
(2 + o(1)) = 2.

Zadatak 4.5. Izraqunati L = lim
x→0

3
√
1 + 3x− 1− x

x2
.

Rexe�e: Koriste�i Maklorenovu formulu za funkciju (1 + 3x)1/3 dobijamo:

L = lim
x→0

(
1 + x− x2 + o(x2)

)
− 1− x

x2

= lim
x→0

−x2 + o(x2)

x2
= lim

x→0

−1 + o(1)

1
= −1.

Zadatak 4.6. Izraqunati

lim
x→0

ecosx − e
√
1−x2

x4
.

Rexe�e: Oznaqimo tra�enu graniqnu vrednost sa L. Jasno je da treba odrediti Maklorenov
razvoj qetvrtog stepena funkcije u brojiocu (zbog qetvrtog stepena u imeniocu). Raqunamo
vode�i raquna o tome da treba quvati sve qlanove stepena ma�eg od 5. Imamo:

L = lim
x→0

e1−
x2

2
+x4

24
+o(x4) − e1−

x2

2
−x4

8
+o(x4)

x4

= lim
x→0

e · e−
x2

2
+x4

24
+o(x4) − e · e−

x2

2
−x4

8
+o(x4)

x4

= lim
x→0

e

(
1− x2

2
+

x4

6
+ o(x4)

)
− e

(
1− x2

2
+ o(x4)

)
x4

= lim
x→0

e

6
x4 + o(x4)

x4
= lim

x→0

(e
6
+ o(1)

)
=

e

6
.
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Zadatak 4.7. Izraqunati L = lim
x→0

e2x−x2
sinx ln(1 + 5x)− 5x2

x3
.

Rexe�e: Lakim raqunom dobijamo da je:

e2x−x2
= 1 + 2x+ x2 − 2

3
x3 + o(x3) , x → 0 ,

sinx ln(1 + 5x) = 5x2 − 25

2
x3 + o(x3) , x → 0 .

Mno�e�em ovih razvoja dobija se:

L = lim
x→0

5x2 − 5

2
x3 − 5x2 + o(x3)

x3
= −5

2
.

Zadatak 4.8. Na�i Maklorenov polinom drugog stepena funkcije f(x) = (1 + cosx)1−cosx.
Koriste�i se tim rezultatom izraqunati

L = lim
x→0

(1 + cosx)1−cosx − 1

ln2(1 + x)
.

Rexe�e: Uoqimo da va�i slede�a jednakost:

f(x) = e(1−cosx) ln(1+cosx) = e

(
x2

2
+o(x2)

)
ln
(
2−x2

2
+o(x2)

)

= e

(
x2

2
+o(x2)

)(
ln 2+ln

(
1+x2

2
+o(x2)

))
= e

(
x2

2
+o(x2)

)(
ln 2+x2

2
+o(x2)

)

= e
ln 2
2

x2+o(x2) = 1 +
ln 2

2
x2 + o(x2) .

Maklorenov polinom drugog stepena jednak je

M2(x) = 1 +
ln 2

2
x2 .

Sada odredimo graniqnu vrednost L.

L = lim
x→0

1 +
ln 2

2
x2 − 1 + o(x2)

(x+ o(x))2
= lim

x→0

ln 2

2
x2 + o(x2)

x2 + o(x2)
=

ln 2

2
.

Zadatak 4.9. Primenom Maklorenovih razvoja izraqunati

L = lim
x→0

(x− tg x) ln(x+ 3)

x− sinx
.

Rexe�e: Kako je tg x = sinx · (cosx)−1, imamo:

(cosx)−1 =

(
1− x2

2!
+

x4

4!
+ o(x5)

)−1

= 1−
(
−x2

2!
+

x4

4!

)
+

(
−x2

2!
+

x4

4!

)2

+ o(x5)

= 1 +
1

2
x2 +

5

12
x4 + o(x5) , x → 0 .

Prema tome,

tg x =

(
x− x3

3!
+

x5

5!
+ o(x6)

)
·
(
1− x2

2!
+

x4

4!
+ o(x5)

)−1

=

(
x− x3

3!
+

x5

5!
+ o(x6)

)
·
(
1 +

x2

2
+

x4

48
+ o(x5)

)
= x+

1

3
x3 +

2

15
x5 + o(x6) , x → 0
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Stoga koriste�i Maklorenove formule dobijamo slede�e:

L = lim
x→0

(x− tg x)
(
ln 3 + ln

(
1 +

x

3

))
x− sinx

= lim
x→0

(
x− x− x3

3
+ o(x3)

)(
ln 3 +

x

3
− x2

16
+

x3

81
+ o(x3)

)
x− x+

x3

6
+ o(x3)

= lim
x→0

− ln 3

3
x3 + o(x3)

1

6
x3 + o(x3)

= −2 ln 3 .

Zadatak 4.10. Odrediti a, b, c ∈ R tako da va�i jednakost:

sin(x+ π/3) + ln(e+ x) = ax+ b+ cx2 + o(x2) , x → 0 .

Rexe�e: Neka je f(x) = sin(x+ π/3) + ln(e+ x). Tada je:

f(x) =
1

2
sinx+

√
3

2
cosx+ ln e+ ln

(
1 +

x

e

)
=

x

2
+

√
3

2

(
1− x2

2

)
+ 1 +

x

e
− x2

2e2
+ o(x2)

=
2 +

√
3

2
+

2 + e

2e
x− 2 + 2e2

√
3

4e2
x2 + o(x2) .

Dakle a = (2 +
√
3)/2, b = (2 + e)/(2e), c = −(2 + 2e2

√
3)/(4e2).

5 Tok i grafik funkcije

Na osnovu gradiva sa predava�e, znamo da za datu funkciju ispitujemo slede�a svojstva:

1. oblast definisanosti funkcije f ,

2. parnost/neparnost/periodiqnost,

3. nule i znak funkcije (ukoliko je to mogu�e),

4. asimptote i ponaxa�e na rubu domena,

5. intervali monotonosti i ekstremne vrednosti,

6. intervali konveksnosti i prevojne taqke,

7. skiciramo grafik funkcije.

Ovaj redosled je samo primer, mo�e se raditi i drugaqijim redom ako nam vixe odgovara.

Zadatak 5.1. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije

f(x) =
√

x2 − 1− x.

Rexe�e: 1. Domen: Funkcija je definisana za x2 − 1 ≥ 0, pa je Df = (−∞,−1] ∪ [1,+∞).

2. Parnost i neparnost: Domen je simetriqan, pa ima smisla proveriti da li funkcija
poseduje neku od ovih osobina.

f(x) ̸= f(−x) =
√

x2 − 1 + x ̸= −f(x).2

2Nije svrsishodno pisati xta funkcija nije, ve� xta ona jeste. U skladu sa tim ne�emo pisati da funkcija

nije ni parna ni neparna.
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3. Nule i znak: Va�i da je f(x) = 0 akko je
√
x2 − 1 = x. Ova jednaqina ima rexe�e ako

je x ≥ 0 i x2 − 1 = x2. Kako takvo rexe�e ne postoji, sledi da funkcija f nema nula.
Da	e,

f(x) > 0 akko
√
x2 − 1− x > 0 akko

√
x2 − 1 > x.

Posmatrana nejednaqina se rexava na slede�i naqin:

(a) Ako je x ≤ −1, nejednaqina je trivijalno ispu�ena.

(b) Ako je x ≥ 1, nejednaqina je ekvivalentna sa x2 − 1 > x2, koja nema realnih
rexe�a.

Na kraju, dobijamo znak funkcije:

f(x) > 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−1] i f(x) < 0 ⇐⇒ x ∈ [1,+∞).

4. Asimptote: Iskoristimo ovde Maklorenove razvoje:

√
x2 − 1− x = |x|

√
1− 1

x2
− 1 = |x|

(
1− 1

x2

)1/2

− x.

Kako 1/x2 → 0 kada x → ±∞, koriste�i se Maklorenovom formulom za funkciju
(1 + x)α imamo: √

x2 − 1− x = |x|
(
1− 1

2x2
+ o

(
1

x2

))
− x

=


− 1

2x
+ o

(
1

x

)
, x → +∞,

−2x+
1

2x
+ o

(
1

x

)
, x → −∞.

Dakle, prava y = 0 je desna horizontalna asimptota, a prava y = −2x je leva kosa
asimptota funkcije3. Kako je funkcija f definisana u taqkama −1 i 1, ne ispitujemo
graniqne vrednosti u istim. Va�i f(1) = −1 i f(−1) = 1.

5. Prvi izvod:

f ′(x) =
x√

x2 − 1
− 1 =

x−
√
x2 − 1√

x2 − 1
= − f(x)√

x2 − 1
.

Primetimo da je f ′(x) = 0 akko je f(x) = 0. Kako f nema nula, to ih nema ni f ′, tj. f
nema stacionarnih taqaka. Kako je sgn(f ′) = −sgn(f) imamo:

f ↑ ⇐⇒ f ′(x) > 0 ⇐⇒ f(x) < 0 ⇐⇒ x ∈ [1,+∞).

f ↓ ⇐⇒ f ′(x) < 0 ⇐⇒ f(x) > 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−1].

6. Drugi izvod: f ′′(x) = −(x2 − 1)−3/2. Oqigledno je f ′′(x) < 0 za svako x ∈ Df , pa je
funkcija f konkavna na celom domenu.

7. Grafik funkcije:

3Do istog rezultata dolazi se standardnim raquna�em koeficijenata k i n, ali je postupak nexto du�i.
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Grafik funkcije f(x) =
√
x2 − 1− x .

Zadatak 5.2. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije

f(x) =
x+ 1√

(x− 1)(x+ 3)
.

Rexe�e: 1. Domen: Funkcija f je definisana ako je (x− 1)(x+ 3) > 0, pa je

Df = (−∞,−3) ∪ (1,+∞) .

2. Parnost i neparnost: Kako domen Df nije simetriqa, ne ispitujemo parnost i ne-
parnost (odnosno funkcija f nije ni parna ni neparna).

3. Nule i znak: Taqka x0 = −1 /∈ Df , pa funkcija nema nula. Znak funkcije ne zavisi
od imenioca koji je uvek pozitivan, pa imamo da je

f(x) > 0 akko x+ 1 > 0 akko x > −1.

Na kraju, va�i slede�e razmatra�e:

f(x) > 0 ⇐⇒ x ∈ (1,+∞) i f(x) < 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−3).

4. Asimptote:
Da	e ispitujemo ponaxa�e funkcije na krajevima domena. Kad x → ±∞ mo�emo
iskoristiti Maklorenove razvoje:

f(x) =
x+ 1

|x|
√

1 + 2
x − 3

x2

=
x+ 1

|x|

(
1 +

2

x
− 3

x2

)− 1
2

f(x) =
x+ 1

|x|
√

1 + 2
x − 3

x2

=
x+ 1

|x|

(
1 +

2

x
− 3

x2

)− 1
2

=


(
1 +

1

x

)(
1− 1

x
+ o

(
1

x

))
= 1 + o(1), x → +∞,

−
(
1 +

1

x

)(
1− 1

x
+ o

(
1

x

))
= −1 + o(1), x → −∞.
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Posmatrajmo slede�u graniqnu vrednost:

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

x

(
1 +

1

x

)
|x|
√
1 +

2

x
− 3

x2

= lim
x→+∞

1 +
1

x√
1 +

2

x
− 3

x2

= 1.

Dakle prave y = −1 i y = 1 su redom leva i desna horizontalna asimptota funkcije
f . Nada	e, kako je

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

x

(
1 +

1

x

)
|x|
√
1 +

2

x
− 3

x2

= lim
x→−∞

1 +
1

x

−
√
1 +

2

x
− 3

x2

= −1,

sledi da je prava y = −1 horizontalna asimptota funkcije f kada x → −∞.
Da	e, raqunamo graniqne vrednosti na krajevima domena:4

lim
x→−3−

f(x) = −∞ i lim
x→1+

f(x) = +∞.

Shodno tome, prava x = −3 je leva, a prava x = 1 je desna vertikalna asimptota
funkcije f . Da	e,

f ′(x) =

√
x2 + 2x− 3− (x+ 1)2√

x2 + 2x− 3

(
√
x2 + 2x− 3)2

= − 4

(
√
x2 + 2x− 3)3

.

5. Prvi izvod:

f ′(x) =

√
x2 + 2x− 3− (x+ 1) · 2x+ 2

2
√
x2 + 2x− 3

(
√
x2 + 2x− 3)2

= − 4

(
√
x2 + 2x− 3)3

.

Kako je f ′(x) < 0 za svako x ∈ Df , funkcija je opadaju�a na intervalima (−∞,−3) i
(1,+∞). Primetimo da ni za koje x ∈ Df vrednost funkcije f ′ nije jednaka nuli, pa
f nema kandidate za lokalne ekstremume.
Kako je vrednost izraza

√
x2 + 2x− 3 uvek pozitivna, znak prvog izvoda je uvek nega-

tivan, to jest funkcija f opada na domenu Df .

6. Drugi izvod: Nakon kra�eg raquna dobija se:

f ′′(x) = 12 · x+ 1

(
√
x2 + 2x− 3)5

.

4Funkcija f nije definisana u −3 i 1, ali kako je Df = (−∞,−3) ∪ (1,+∞), taqki −3 mo�emo ,,pri�i" samo

sa leve, a taqki 1 samo sa desne strane. Tra�e�e desnog limesa u taqki −3, odnosno levog u taqki 1 nema smisla,
te predstav	a grexku u izradi zadatka, a ne vixak.
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Primetimo da taqka x0 = −1 ne pripada domenu, kao i da znak drugog izvoda zavisi
samo od znaka brojioca. Odavde izvodimo zak	uqak da je f konkavna na intervalu
(−∞,−3), a konveksna na intervalu (1,+∞).
Uoqimo da f ′′(x) = 0 ako i samo ako x+1 = 0, to jest x = −1. Kako se x = −1 ne nalazi
u domenu, f nema kandidate za prevojne taqke.
Primetimo da je

√
x2 + 2x− 3 uvek pozitivno, pa vrednost drugog izvoda zavisi samo

od izraza x+ 1, tj. funkcija je konveksna akko

f ′′(x) > 0 akko x ∈ (1,+∞).

Sliqno, funkcija f je konkavna akko

f ′′(x) < 0 akko x ∈ (−∞,−3).

7. Grafik funkcije:

Grafik funkcije f(x) =
x+ 1√

(x− 1)(x+ 3)
.

Zadatak 5.3. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije

f(x) = (2− x2)e−x.

Rexe�e: 1. Domen: Funkcija je definisana za svako x ∈ R.
2. Parnost i neparnost: Funkcija f nije ni parna, ni neparna.

3. Nule i znak: Eksponencijalna funkcija uvek je pozitivna, pa je f(x) = 0 akko je
x2 = 2, tj. x = ±

√
2. Znak funkcije je znak izraza 2− x2 i f(x) > 0 akko je 2− x2 > 0,

tj. x ∈ (−
√
2,
√
2). Na isti naqin, f(x) < 0 akko x ∈ (−∞,−

√
2) ∪ (

√
2,+∞).

4. Asimptote:
Da	e, kad x → +∞ dva puta primenimo Lopitalovo pravilo za sluqaj ”∞/∞”.
Dobijamo:

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

2− x2

ex
= lim

x→+∞
−2x

ex
= lim

x→+∞
− 2

ex
= 0 ,

pa je prava y = 0 desna horizontalna asimptota funkcije. Sa druge strane,

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

(2− x2)e−x = −∞ ,

pa f nema levu horizontalnu asimptotu. Kako je i k = lim
x→−∞

f(x)
x = +∞, zak	uqujemo

da ne postoji ni leva kosa asimptota.
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5. Prvi izvod:

Kako je
f ′(x) = (x2 − 2x− 2)e−x

Va�i f ′(x) = 0 akko je x2 − 2x − 2 = 0. Taqke x1,2 = 1 ±
√
3 su stacionarne taqke.

Funkcija raste za x ∈ (−∞, x2) i x ∈ (x1,+∞) i opada za x ∈ (x2, x1). U taqki x1 f
ima lokalni minimum, a u taqki x2 lokalni maksimum.

6. Drugi izvod:

Primetimo da je f ′′(x) = x(4 − x)e−x. Kao i kod prvog izvoda nule i znak za f ′′ su
nule i znak parabole y = 4x − x2. Konveksna je na intervalu (0, 4) i konkavna na
(−∞, 0) ∪ (4 +∞), dok su P1(0, 2) i P2(4,−12e−2) prevojne taqke funkcije.

7. Grafik funkcije:

Grafik funkcije f(x) = (2− x2)e−x .

Zadatak 5.4. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije

f(x) = arctg
1

x2 − 1
.

Rexe�e: Funkcija f je definisana ako je x2 − 1 ̸= 0, pa je,

Df = (−∞,−1) ∪ (−1, 1) ∪ (1,+∞).

Kako je f(−x) = f(x), funkcija je parna i stoga je dovo	no ispitati restrikciju
funkcije f na (0, 1) ∪ (1,+∞).5 Nule i znak funkcije t 7→ arctg t su nule i znak
argumenta t. Dakle, f nema nula i va�i

f(x) > 0 ⇐⇒ 1

x2 − 1
> 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞) .

Na isti naqin f(x) < 0 za x ∈ (−1, 1). Da	e je

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

arctg
1

x2 − 1
= arctg 0 = 0 .

Shodno tome, y = 0 je desna horizontalna asimptota. Da	e,

lim
x→1−

arctg
1

x2 − 1
= −π

2
i lim

x→1+
arctg

1

x2 − 1
=

π

2
,

pa sledi da f nema vertikalnih asimptota. Oznaqimo sa φ1 i φ2 uglove pod kojim
grafik funkcije prilazi taqki (1, π2 ) sa leve, odnosno sa desne strane. Da	e, imamo
da je

f ′(x) =
1

1 +
(

1
x2−1

)2 · −2x

(x2 − 1)2
= − 2x

(x2 − 1)2 + 1
.

5Funkcija f je simetriqna u odnosu na y-osu. Primetimo da je f(0) = −π/4.
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Kako je za x > 0, f ′(x) < 0, funkcija opada na intervalima (0, 1) i (1,+∞). U staci-
onarnoj taqki x0 = 0, f dosti�e lokalni maksimum M(0,−π

4 ). Odredimo uglove φ1 i
φ1.

lim
x→1±

f ′(x) = lim
x→1±

−2x

(x2 − 1)2 + 1
= −2 ⇒ φ1 = φ2 = − arctg 2.

Nakon kra�eg raquna i sre�iva�a izraza dobija se

f ′′(x) =
3(2x4 − 2x2 − 2)

((x2 − 1)2 + 1)2
.

Izraz u brojiocu predstav	a bikvadratnu jednaqinu. �ene nule mogu se na�i smenom

x2 = t, gde je t ≥ 0. Dobijamo da su jedina rexe�a jednaqine x1,2 = ±
√

1+
√
7

3 , kao i da
se jednaqina mo�e zapisati o obliku

2x4 − 2x2 − 2 = 2

(
x2 − 1 +

√
7

3

)(
x2 − 1−

√
7

3

)
.

Izraz u drugoj zagradi je strogo pozitivan za svako x, pa je funkcija konveksna na
intervalu (−∞, x2)∪(x1,+∞) i konkavna na (x2,−1)∪(−1, 1)∪(1, x1). Prolaskom kroz
taqke x1 i x2 drugi izvod me�a znak, pa su P1(x1, f(x1)) i P2(x2, f(x2)) prevojne taqke
funkcije f .

x

y

Grafik funkcije f(x) = arctg
1

x2 − 1
.

Zadatak 5.5. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije

f(x) = ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣ .
Rexe�e: 1. Domen:

Funkcija f je definisana akko je x− 1 ̸= 0 i x+ 1 ̸= 0.

Df = (−∞,−1) ∪ (−1, 1) ∪ (1,+∞).

2. Parnost i neparnost:

Funkcija je neparna budu�i da va�i

f(−x) = ln

∣∣∣∣x+ 1

x− 1

∣∣∣∣ = ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣−1

= − ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣ = −f(x).

Grafik funkcije simetriqan je u odnosu na koordinatni poqetak. Da	e razmotrimo
nule i znak funkcije.
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3. Nule i znak:

Utvrdimo da va�i slede�e:

f(x) = 0 ⇐⇒
∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣ = 1 ⇐⇒
(
x− 1

x+ 1
= 1 ∨ x− 1

x+ 1
= −1

)
.

Jasno je da je taqka N(0, 0) nula funkcije f . Uz to, va�i

f(x) > 0 ⇐⇒
∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣ > 1 ⇐⇒
(
x− 1

x+ 1
> 1 ∨ x− 1

x+ 1
< −1

)
.

x− 1

x+ 1
> 1 ⇐⇒ − 2

x+ 1
> 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−1).

x− 1

x+ 1
< −1 ⇐⇒ 2x

x+ 1
< 0 ⇐⇒ x ∈ (−1, 0).

Odavde imamo znak funkcije f ,

f(x) > 0 akko x ∈ (−∞,−1) ∪ (−1, 0) ,

f(x) < 0 akko x ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞) .

4. Asimptote:
Na rubu domena va�i:

lim
x→±∞

f(x) = lim
x→±∞

ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣ = ln 1 = 0,

lim
x→−1±

f(x) = +∞, lim
x→1±

f(x) = −∞.

Sledi da je prava y = 0 horizontalna asimpota, a prave x = 1 i x = −1 su vertikalne
asimptote funkcije f .

5. Prvi izvod:

Pre odre�iva�a prvog izvoda primetimo da zbog osobine apsolutne vrednosti za bilo
koju funkciju g, va�i

(ln |g(x)|)′ = g′(x)

g(x)
.

Stoga je f ′(x) =
x+ 1

x− 1
· x+ 1− x+ 1

(x+ 1)2
=

2

x2 − 1
.

Kako za sve x ∈ Df , va�i f ′(x) ̸= 0, to f nema stacionarnih taqaka. Funkcija opada
akko f ′(x) < 0 akko x ∈ (−1, 1) i raste na intervalima (−∞,−1) i (1,+∞). Da	e je

6. Drugi izvod:

Posle kra�eg raquna, dobijamo da je

f ′′(x) = − 4x

(x2 − 1)2
.

Odavde je f ′′(x) = 0 akko je 4x = 0. Znak drugog izvoda zavisi samo od izraza −4x, te
je f konveksna na intervalu (−∞,−1)∪(−1, 0) i konkavna na intervalu (0, 1)∪(1,+∞).

7. Grafik funkcije:
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Grafik funkcije f(x) = ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣ .
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