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Matematika 1 – Pismeni ispit

1. (20 poena) U zavisnosti od realnog parametra p diskutovati i rexiti
sistem:

2x+ y + 3z + 4u = 3

10x+ 3y + (2p+ 1)z + 12u = 13

5x+ 2y + 6z + 8u = 2p− 1

Решење:

[A|B] =

 2 1 3 4 | 3
10 3 2p+ 1 12 | 13
5 2 6 8 | 2p− 1

 ∼ · · · ∼

2 1 3 4 | 3
0 1 3 4 | 17− 4p
0 0 2p− 8 0 | 32− 8p


Razlikujemo 2 sluqaja:

1. p = 4

[A|B] ∼

2 1 3 4 | 3
0 1 3 4 | 1
0 0 0 0 | 0


ρ(A) = ρ([A|B]) = 2, pa sistem ima beskonaqno mnogo rexeǌa sa 4− 2 = 2
slobodna parametra. ǋemu ekvivalentan sistem glasi

2x+ y + 3z + 4u = 3

y + 3z + 4u = 1

0 = 0

Za z = r i u = t, r, t ∈ R, dobijamo y = 1− 3r − 4t i x = 1. Dakle, rexeǌa
sistema su oblika

(x, y, z, t) = (1, 1− 3r − 4t, r, t), r, t ∈ R.

2. p ̸= 4
ρ(A) = ρ([A|B]) = 3, pa sistem ima beskonaqno mnogo rexeǌa sa 4− 3 = 1
slobodnim parametrom. ǋemu ekvivalentan sistem glasi

2x+ y + 3z + 4u = 3

y + 3z + 4u = 17− 4p

(2p− 8)z = 32− 8p

Iz tre�e jednaqine dobijamo z = −4. Za u = t, t ∈ R, dobijamo x = 2p− 7
i y = 29− 4p− 4t. Rexeǌa sistema su oblika

(x, y, z, t) = (2p− 7, 29− 4p− 4t,−4, t), t ∈ R.
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2. (20 poena) Data je matrica A =

 2 −1 2
5 −3 3
−1 0 −2

. Odrediti sopstvene vred-

nosti i sopstvene vektore matrice A, a zatim odrediti An, n ∈ N.
Решење:

φA(λ) = det(A− λE) = · · · = −1− λ3 − 3λ2 − 3λ = −(λ+ 1)3.

Dakle, matrica A ima trostruku sopstvenu vrednost λ1 = λ2 = λ3 = −1.

Sopstveni vektor v =

xy
z

 koji odgovara ovoj sopstvenoj vrednosti dobijamo

rexavaǌem sistema (A+ E)v = 0. Rexeǌe je

v = t

−1
−1
1

 , t ∈ R \ {0}.

Poxto matrica nije dijagonalizabilna, An �emo izraqunati pozivaju�i se
na Kejli-Hamiltonovu teoremu, koja ka�e da je φA(A) = 0. Deǉeǌem polinoma
xn polinomom φA(x) dobijamo

xn = φA(x)q(x) + r(x),

gde je deg r(x) < degφA(x). Poxto je degφA(x) = 3, r(x) je stepena najvixe 2, pa
je

xn = φA(x)q(x) + ax2 + bx+ c. (1)

Poxto je −1 trostruka nula polinoma φA(x), sledi da je φA(x) = φ′
A(x) =

φ′′
A(x) = 0, pa diferenciraǌem jednakosti (1) dva puta dobijamo

nxn−1 = φ′
A(x)q(x) + φA(x)q

′(x) + 2ax+ b (2)
n(n− 1)xn−2 = φ′′

A(x)q(x) + 2φ′
A(x)q

′(x) + φA(x)q
′′(x) + 2a (3)

Zamenom −1 u jednakostima (1)− (3) dobijamo sistem linearnih jednaqina po
a, b i c

(−1)n = a− b+ c

−n(−1)n = − 2a+ b

n(n− 1)(−1)n = 2a.

Rexeǌa ovog sistema su

a =
n(n− 1)(−1)n

2
, b = n(n− 2)(−1)n, c =

(n− 2)(n− 1)(−1)n

2
.

Sada iz (1) sledi

An = φA(A)︸ ︷︷ ︸
0

q(A) + aA2 + bA+ cE = aA2 + bA+ cE.
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3. (20 poena) Date su prava p : x = t + 2, y = −2t + 1, z = −t + 3, gde je t ∈ R,
ravan α : 2x − y − 2z − 3 = 0 i taqka A(2, 2, 0). Odrediti jednaqinu prave koja
sadr�i taqku A, paralelna je sa α i seqe pravu p.

Решење: Iz zadatka qitamo da je p⃗ = (1,−2,−1), P = (2, 1, 3) ∈ p i n⃗α =
(2,−1,−2). Poxto je tra�ena prava q paralelna sa ravni α, sledi da je q⃗ ⊥
n⃗α, pa je q⃗ · n⃗α = 0. Ako je q⃗ = (a, b, c), sledi (a, b, c) · (2,−1,−2) = 0, odnosno
2a− b− 2c = 0. Poxto se p i q seku, va�i [

−→
PA, p⃗, q⃗ ] = 0, odnosno∣∣∣∣∣∣

0 1 −3
1 −2 −1
a b c

∣∣∣∣∣∣ = 0,

iz qega daǉe sledi 5c = 13a. Za a = 5 (na primer) dobijamo c = 13 i b = −16.
Dakle, q⃗ = (5,−16, 13), pa poxto A ∈ q, prava q ima jednaqinu

q :
x− 2

5
=

y − 2

−16
=

z

13
.

4. (20 poena) Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije

f(x) =
x2

2x− 1
e−

1
x .

Решење:

1. Домен: Funkcija je definisana za sve realne brojeve osim za x = 0 i
x = 1

2
, pa je

Df =
(
−∞, 0

)
∪
(
0,

1

2

)
∪
(1
2
,+∞

)
.

2. Парност/непарност/периодичност: Funkcija f nije ni parna ni neparna.
Funkcije f nije periodiqna.
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3. Нуле и знак: Eksponencijalna funkcija je uvek pozitivna, pa funkcija
nema nula. Znak funkcije zavisi od znaka izraza x2

2x−1
:

f(x) > 0 за x ∈ (1
2
,+∞), f(x) < 0 за x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,

1

2
).

4. Асимптоте: Ispitujemo ponaxaǌe funkcije u taqkama u kojima nije de-
finisana, kao i na krajevima domena. Prvo,

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

x2

2x− 1
e−

1
x = 0

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

x2

2x− 1
e−

1
x =

{
t = −1

x
→ +∞

}
= lim

t→+∞

1
t2

−21
t
− 1

et = lim
t→+∞

et

−2t− t2
= − lim

t→+∞

et

2t+ t2
= −∞ ,

gde posledǌa jednakost va�i jer eksponencijalna funkcija raste br�e
od polinoma kada t → +∞. Dakle, prava x = 0 je vertikalna asimptota
funkcije f sa leve strane, dok sa desne strane grafik funkcije ulazi u
taqku (0, 0). Daǉe, imamo

lim
x→ 1

2

−
f(x) = lim

x→ 1
2

−

x2

2x− 1
e−1/x =

(1/2)2

0−
e−2 = −∞,

lim
x→ 1

2

+
f(x) = lim

x→ 1
2

+

x2

2x− 1
e−1/x =

(1/2)2

0+
e−2 = +∞.

pa je prava x = 1
2
vertikalna asimptota funkcije f .

Ispitujemo ponaxaǌe funkcije na krajevima domena. Kad x → ±∞
mo�emo iskoristiti Maklorenove razvoje:

f(x) =
x2

2x− 1
e−1/x =

x2

2x
(
1− 1

2x

)e−1/x

=
x

2
· 1(

1− 1
2x

) e−1/x =
x

2

(
1− 1

2x

)−1

e−1/x

=
x

2

(
1 +

1

2x
+ o

(
1

2x

))(
1− 1

x
+ o

(
1

x

))
=

x

2

(
1− 1

x
+

1

2x
− 1

2x2
+ o

(
1

x2

))
=

x

2
− 1

4
− 1

4x
+ o

(
1

x

)
, x → ±∞.

Dakle, prava y = x
2
− 1

4
je kosa asimptota funkcije f kada x → ±∞.

5. f ′(x), монотоност: Imamo:

f ′(x) =

(
x2

2x− 1
e−

1
x

)′

=
2x(2x− 1)− 2x2

(2x− 1)2
e−

1
x +

x2

2x− 1
e−

1
x
1

x2

=
2x2 − 1

(2x− 1)2
e−

1
x .
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Va�i f ′(x) = 0 akko je 2x2−1 = 0. Dakle, taqke x1,2 = ± 1√
2
su stacionarne

taqke. Znak prvog izvoda zavisi samo od znaka izraza 2x2−1, pa je f ′(x) >
0 akko je x ∈

(
−∞,− 1√

2

)
∪
(

1√
2
,+∞

)
, odnosno f ′(x) < 0 akko je x ∈

(
− 1√

2
, 0
)
∪(

0, 1
2

)
∪
(
1
2
, 1√

2

)
. Zakǉuqujemo da funkcija f raste za x ∈

(
−∞,− 1√

2

)
i za(

1√
2
,+∞

)
, a opada za x ∈

(
− 1√

2
, 0
)
i za x ∈

(
0, 1

2

)
i za x ∈

(
1
2
, 1√

2

)
. U taqki

x1 = − 1√
2
funkcija f ima lokalni maksimum, a u taqki x2 = 1√

2
lokalni

minimum.

6. f ′′(x), конвексност/конкавност: Imamo:

f ′′(x) =

(
2x2 − 1

(2x− 1)2
e−

1
x

)′

= · · · = 2x2 − 2x+ 1

x2(2x− 1)3
e−

1
x .

Kako je 2x2 − 2x + 1 > 0 za svako x ∈ Df , znak drugog izvoda zavisi samo
od znaka izraza 2x − 1. Va�i f ′′(x) > 0 akko je x > 1

2
, odnosno f ′′(x) < 0

akko x ∈
(
−∞, 0

)
∪
(
0, 1

2

)
. Dakle, funkcija f je konkavna za x ∈ (−∞, 0) i

za x ∈
(
0, 1

2

)
, a konveksna je za x ∈

(
1
2
,+∞

)
. Prevojnih taqaka nema.

7. График:
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