I'pabeBuncku ¢akxynrer YHuBep3urera y beorpamy 14.3.2026.

3aBpmau ucour 3 Maremaruke 1

IIpe3ume u mme: Bpoj nnnekca:

T

x . . . T .
1. OnpenuTtu cBe BEKTOpE v = y KOjU 3a10BOJbABA]jy jeOHAKOCT v' Sv = v'v, ako je S = [s;;] cume-

TpUYHA MATPHUIa pena 2 gaTa ca: s;; = |i—j|+ 1. llaTu reoMeTpujCcKy MHTEePIpETAIu]y. (2)

vISv =0Ty = [z y][; f][ﬂ:[m y][:;] — ?+day+yi=2+y? = 2y=0 <= =0vy=0.

'eomeTpujckn, OB BEKTOPU CY Y CKYILY L’([é]) U £([(1)]), IITO Cy BEKTOPU KOOPIAWHATHUX OCA.

2. llepunucaru npomssBon Marpuna. Ako je A =[a;;] MaTpumna tuna mx 3, nata ca: a;; =i—j, B = [b;]
MaTpula Tuna 3 xn, gata ca: bjj=i—j u C = AB, oIpeIUTN eJIeMeHT cys IpeMa OBOj AePUHUIMUjU. (2)

Hedurunuja 2.18 wa crpanu 60.
[Ipema oBoj medpmuunujn, 3a i=2 u j =6, noduja ce:

3
Cog = Z agkbkb‘ = a21b16 + a22b25 + a23b36 =1 (—5) +0- (—4) + (—1) . (—3) = -2
k=1

3. 3a KBaApaTHY MATpuIy A Ka:keMo 12 je MIeMIIOTeHTHa ako Baxu yciaoB A2 = A. OxpemuTtu cse
UIEMIIOTEHTHE TOPHHE€ TPOYraoHe MaTpUIle pena 2. (2)

Marpuna A pena 2 je Topme TpOyraoHa ako je ag = 0. lobuja ce:

e e 6 -

Pemasamem cucrema modbmjamMo MaTpuile: 0 0F 1 0p 10 b 10 rue je beR

2
2 M et

4. Popmynucaru Kponerep-KanenujeBy teopemy. (1)

Teopema 2.18 ma crpanu 87.

5. Ilepurucaru mojMoBe Oasze U AUMeEH3HUje BEKTOPCKOT mpoctopa. Ako je e = [e1,ese3] jenna 6a3a
BekTOpCKOr mpoctopa V =R3 u ako je A € M3(R) perynapHa MaTpulla, ITa ce Mosxke pehun o ckymy
BeKTOpAa [Aey, Aey, Aez]? OOpa3noKUT OATOBOD. (2)

Hedumuunuje 2.35 u 2.36 va crpanama 77 u 79.
Kako je A perymapra marpumna, f =[Ae;, Aey, Aes] je HOBa Gasza mpocTtopa V =R3. 3a moka3s morie-
natu moraassbe ~ Matpuita mpesacka ca 6a3e Ha 0a3y”’Ha crpanu 80.




£2 y paBan m Ax+ By+Cz+ D = 0.

T-mg _ Y=Yo _
C

6. Hamucatu ycmoB mapaJjieTHOCTU 3a TpaBy [ :
3aTuM HANIKUCATU jeTHAYMHY TpaBe | Koja caap:xku Tadky (1,1,1) u mapaaenna je ca paBau zOy.
(2)

Koju monckyn y R? popmupajy cBe mpase Koje 3a0B0OJbaBajy yCJIOB 3a1aTka’?

Y cioB mapaJjieTHOCTH:
(N, 1) =0 < Aa+Bb+Cc=0.

Jennaunna paBuu xOy je z =0, na ropmu ycaoB ryacu 0-a+0-b+1-¢=0, Te je c=0, ToOK cy a 1 b
IPOU3BOJLHU PEAJIHN OpOjeBU. JemHaunHe OBUX MPAaBUX Y KAHOHCKOM OOJuUKy Ouhe:

1 oy-1 z-1
. Z Y= 2272 abeR, (a,b) % (0,0).

Cse mpaBe KOje 3aI0BOJbAaBA]y yCJIOB 3adaTKa OUYUTJIEIHO ONUCYjy paBaH z = 1.

7. Hanmmcatu no meduunnuju: lim e =0. 3aTuM ogpenuTu ny, ako je ¢ = 1/10. (2)
n—oo

Hedpumuumnuja 4.5 va crpanu 160.

lime™"™ =0 <= (Ve>0)(IngeN)(VneN)(n>ny = e " <e¢),

n—00

e <107 za n>3.

8. llepmHUCcaTn nmojaM HENPEKMAHOCTU (PYHKIMje, Tadvyke MPEeKUIa W BpcTe nperuna. latw npumep
¢yHEIUje nedpuHMcaHe Ha R Koja y Tauyku x; = —1 MMa OTKJIOBUB IIPEKU] IIPBe BPCTE, a y TadKU
x9 = 3 uMa upekun apyre Bpcre. Crunupartu rpa¢ur onabpane ¢QyHKIH]e. (2)

Hepununuja 5.18 va crpanm 197, u mepumuaunuje 5.20 m 5.21 wa crpanu 200. Kao mpumep

MOYKEMO y3eTU (DYHKIIU]Y
1, we(-00,-1)u(-1,3]
f@y=12,  w=-1

ﬁ, x € (3,+00).

9. JlarpamxoBa TeopeMa O cpenwm0j Bpennoctu. Vicka3, moka3 u reomeTpujcka uHTepuperanuja. (3)

Teopema 6.8 Ha cTpanu 226.

(2)

10. IlokazaTu no mepuuHunumju na je (cosx)’ = —sinzx.

3a ¢yurnujy f(z)=cosz dbuhe:

[l

= —sgsinxz.

: 2c+h\ iy R :

cos(z + h) —cosx ~2sin (25 ) sin 2 . h sin
= lim =—limsin|z + — -

h h—0 2 5

o/ . — 1
F(=) hli% h h—0




I'pabeBuncku ¢akxynrer YHuBep3urera y beorpamy 26.2.2026.

3aBpmau ucour 3 Maremaruke 1

IIpe3ume u mme: Bpoj nnnekca:

1. IledpumuucaTtu mojam merepMuHaHTe. AKO je A OpTOroOHaJHA MATpUIa OWIO KOI pena, demy je
jemnaka det(A)? OOpa3IoKUTU OOTOBOD. (2)

Hedpuunnuja 2.3 va crpanu 46.

AAT = T — det(AAT) = det(I) = det(A)det(AT) =1 = (det(A4))* =1 —> det(A) =1 vdet(A) = -1.

2. He¢punucaru panr marpune. Onpemnutu r(A) y 3aBUCHOCTH OJ PEAJHOT IapaMeTpa p, akKO je
A = [a;;] maTpuna ¢opmara 3 x 2, mata ca: a;j =p+i—j. OOpa3moKUTI 0ArOBOD. (2)

Duno roja on BuIle eKBUBAJEHTHUX Ne(UHUIja paHra, HOp. depumHunmja 2.39 ma crpanm 84.
HuszoMm enementapuux tpanchopmanmja nobuja ce:

P p—1 0
A=|p+1 p |~-~10 — r(A)=2 zasve peR.
p+2 p+1 0 0

[TokazaTtu na peasna m xn mMarpuna A = [q;;] nepurnme mureapas oneparop L:R" — R™. 3aTum
00jacHMTHU reoMeTpH]jy IpecinkaBama ogpeberor marpumnom A = [a;j]ax2, TOE je a;j =i —j. (3)

3a npecaukaBame L:R" — R™ nedpunucano ca L(X)=AX ouuriemgHo BasKu:
LX+Y)=AX+Y)=AX+AY =L(X)+L(Y) i L(AX)=A(AX)=XAX =AL(X), paje L linearno.

cosy —sing oa je y nurTam oTaluja
sing cosg |’ ey y P J

[IpumeTrmmo nma 3a maty matpuiry A = [(1) _01] Bakn A = [
2

paBHU 3a 7/2.

4. Popmynucaru Kejnmu-XamMuaToHOBY TeopeMmy. (1)

Teopema 2.23 ma crpanu 92.

5. [lepurucary nojaM eyKJINACKOT BEKTOPCKOT npoctopa. MiycTpoBaTty nmpuMepoM. (2)

Hedpuunnuja 2.48 na crpanu 96.
[Ipumep: V =R", ca craHgapIHUM CKaJaPHUM ITPOU3BOIOM.




6. OgpenuTu peajHM mapaMerap a TAKO 1a Ce PaBHU m:x -y =1, m:y—2z=-1 U m3: £ — 2 = a, CEKy IO
npaBoj |. Hanmucaru jemmaunny mobujene mpaBe | y KAHOHCKOM OOJIUKY. (2)

Pemapamem cucrema JuHeapHUX jenHadvnHa mo0uja ce:

1 -1 0 | 1 -1 0 | 1
[A]A]=]0 1 -1 “1|~-~ |0 -1 1| = r(A)=r(4)=2 <= a=0.
1 0 -1 a 0O 0 0 a

3a a=0 jennauuna npase [:x—y=1, y—2=-1 y KAHOHCKOM O0OJIMKY Ouhe:

I x—liy z—-1
11 1

n
7. ®opmynucaTu TeopeMy O ABa MOJUMAjIa 3a HU30Be. 3aTuMm Hahum lim C(j;f . (1)
n—o00 n
Teopema 4.6 Ha crpanu 163. Kako je —1<cose™ <1, dbuhe:
1 cose” 1
-—< <—,
vn T on T Un

ma je mpema HaBeAEHO] TEOPEMU TPaKeHU JUMeC jemTHaK HYJIU.

8. IlepuurcaTu mojMOBE HEMPEKUIHOCTY U AUPEPEHINjaOMITHOCTU PYHKIjEe Y TAYKHA To. 3ATUM JATHU
npuMep (GyHKIMje Koja je HeIpeKuOHa, ajlu Huje nudepeHnujabunina y Tadku o = —1. (2)

Hepurunuje 5.18 va crpanu 197 u 6.1 Ha cpanu 214. Kao mpuMep MokeMO y3eTu (QyHKIU]Y

Fa) = o+ 1].

9. ComncrBene BpeIHOCTA CUMETPUYHOT JMHEAPHOT OmepaTropa (CUMeTpUYHE MATPUIE) Cy PeaJHu
opojesu. [lokazaTmu. (3)

Teopema 2.36 va crpanu 105.

10. ITora3zaTy ma je CKymn CUMETPUYHMX KBAAPATHUX MATPUIA PeIa n BEKTOPCKUA TIPOCTOP (mOTIpO-
cTop BekTopckor npocropa M, (R)). [la nu ncto Baku 3a CKyl CBUX PEryJapHUX MaTpULa pena n?
ObpaznoxuT OAroBODP. (2)

Matpuna A€M, (R) je cumerpuuna ako je AT = A. O3HaUMMO CKyH CUMETPUYHAX MATPUIA peaa
n ca S. Herka cy A,BeS u Heka je A eR. Tana:

(A+B)T=AT+BT=A+B = A+BeS, A\A)T=x4T =04 — XA ¢S,

ma je S moTHpOCTOP BeKTOPCKOT npoctopa V =M, (R), Te je u cam BekTOpcku npoctop. lame, Kako
30up [aBe peryjgapHe MaTpuile He Mopa OWUTHU peryJjapHa MaTpUlla, APYTUA CKYI HEMa CTPYKTYPY
BEKTOPCKOT IIPOCTOPA.




I'pabeBuncku ¢akxynrer YHuBep3urera y beorpamy 11.10.2025.

3aBpmau ucour 3 Maremaruke 1

IIpe3ume u mme: Bpoj nnnekca:

1. Hedpurucaru panr marpune. Onpenutu r(A), ako je A = [a;;] KBagpaTHa MaTpuna pena 3, nara
ca: a;jj=i+7j. (2)

DBwuno koja on Bume nedpuHumnuja panra, Hup. nedpununuja 2.39 Ha crpaHu; 84.
Huzom enemenrapuux tpaHchopmanuja nobuja ce:

0 0
0 ol = r4)=2.
0

2 3 4 2 3 4
A=13 4 5|~-~ |0 1 2]~--n
4 5 6 0 0 0 0 0

2. lepmuucary mojam je3rpa jamHeapHOr omeparopa. OmapemuTy 3aTUM je3rpo omeparopa JaTor
MaTpPUIOM A U3 IPBOT NUTAHA. (2)

Hepunrunuja 2.32 Ha crpanu 74.

2 3 4||x 0 T « 1
L(U) =0 <= (3 4 5||z|=|0|] = |x2|=|2a|,0aeR = Ker(L) = ,C(U), v=1|-21.
4 5 6|]|x3 0 T3 « 1

3. Ilepuuucaru nojam 6a3e BeKTOpCKOTr npoctopa V. [laTtu npuMep nBe pa3iudure 0a3e BEKTOPCKOT
npocropa V =Ry[z]. (2)

Hepununuja 2.35 Ha cTpaHu 795.
Ha mpuwmep,
e=[lz], f=[1+=z,2+x].

4. JlepuHrcaT COICTBEHE BEKTOPE U COICTBeHe BekTope MaTpuite. Onpenutu 3atuM 306up U Ipou-
3BOJI COIICTBEHUX BPENHOCTH KBaIpaTHe Marpune A =[a;;] pema 2 mate ca: a;; =1i—j. (2)

Hedununuja 2.44 wa crpanu 91.

A:[(l) —01], A+ =Tr(A) =0, A;-Ap=det(A)=1.

5. IlepuHnCcaTt CKaJapHU MPOU3BOJ Y eYKIMUICKOM BEKTOPCKOM HPOCTOPY V ¥ JaTh jefaH mpuMep
o u3bopy. (2)

Hepnrnnuja 2.48 Ha crpanu 96.
[Ipumep - y 6mso kom EBII V', ca 6a3oMm e, jeman ckajJapHU IPOU3BO IaT je ca:

(u,v) = ulve, u,veV.




6. Hepunucatu Komujes nus. Vckazatu jenno tBpheme (mo uzbopy) o Kommjesum nuzosuma. (2)

Hepnrnnuja 4.10 Ha crpanm 172 u mcka3 Heka O TeopeMa HAKOH OBe Ae(pUHULU]E.

7. Hammcatu nmo meduunnuju: lim Inn = +oo. (1)
n—0o0

Hedpuunnuja 4.5 va crpanu 160.

(VE>0)(IngeN)(VneN)(n>2ny = lnn> FE).

8. IlepunmcaTu nojam mudepeHnjabmMIHOCTH (QYHKIUje y TAYKM ro U TATU I'€OMETPUjCKy WHTEeP-
npeTanujy. 3aTUM OJIPEIUTU je IHAUWHY TaHTeHTe Ha KpuBy f(z) =tgx, ako je xg = /4. (2)

HMepurunuja 6.1 va crpanu 214 1 o0jammeme CIUKe HA UCTO] CTPAHMU.

t:y—-1=2(x-7/4).

9. CBaku KOHBepTreHTaH HU3 je orpanuveH. JlokaszarTu. (3)

Teopema 4.2 ma crpanu 160.

10. Heka je L:R?® - R? qumeapan omepartop. Hahu L(0,-1,5), ako je L(1,0,0) =, L(0,1,0) = (0,-1) u
L(0,0,1) = (3,3). (2)

Sanarak 84 uHa crpanu 110. Kopuctumo neduHUIMjy JTUHEAPHOT MPECIUKABAA:
L(0,-1,5)=L[0-(1,0,0)-1-(0,1,0) +5-(0,0,1)]=0-L(1,0,0)-1-L(0,1,0)+5-L(0,0,1)

=0-(2,1)=1-(0,-1)+5-(3,3) = (0,0) + (0,1) + (15,15) = (15, 16).




I'pabeBuncku ¢akxynrer YHuBep3urera y beorpamy 26.7.2025.

3aBpmau ucour 3 Maremaruke 1

IIpe3ume u mme: Bpoj nnnekca:

1. Hepunucaru nojam nerepmuuanre. Onpenutnu det(54), ako je A =[a;;] MaTpuna pena 3, narta ca:
aij=2,i¢j1/1aij=0,i:j. (2)

Hedpumunnmja 2.3 va crpanu 46.

02 2
A=12 0 2|, det(A4)=16 = det(5A) =5%-det(A) = 2000.
2 20

2. /late cy xkBanpatue marpune A n B. Illepuaucatu nojmose: A~ B u A~ B. Ila mu cy ekBUBaJIeHTHE
MaTpuile ucroBpeMeno u cianuue? OOpPasaoKUTU OATOBOP. (2)

Hepuuunuje 2.24 va crpanu 66 u 2.38 Ha cTpanm 83.
ExBuBanenTHe KBaapaTHe MaTpulle He Mopajy Outm u ciauvyHe. Ha mpumep maTpuile

<o ol ol

Cy OuUMIJIeJHO eKBUBAJICHTHE, ajli HUACY CJAU4YHe, jep je, Ha mpumep, wa(A) = A2 =X+ op(\) = \2.

3. llepurmcaTu mojaM JIMHeapHE 3aBUCHOCTU U JIMHEAPHE HE3aBUCHOCTU BEKTOPA vy, Uz, U3 W U4
y peasHOM BeKTOpckoM npoctopy V. IlaTtu nmpumep ABa JUHEAPHO 3aBUCHA BEKTOPa y PEAJHOM
BEKTOPCKOM npoctopy V = Msa(R). (2)

Hepumunnmja 2.33 wva crpanu 75.
Ha mpuwmep,

1 0 3 0
v=12 1|, wvy=|6 3|. Ouuraenuo 3v; — vy = 0.
1 0 3 0

4. llepuHUCATE TOjMOBE CONCTBEHUX BPEAHOCTU U COTCTBEHUX BEKTOpPA KBAApPATHE MATPUIE. 3aTUM
OOpeIUTU COICTBEHE BPENHOCTU U COIICTBEHE BEKTOPE HyJa MaTpule pena 2.

Hedbununuja 2.44 wa crpann 91. ConcTBeHe BpeIHOCTH HyJIa MaTpUIlEe pena 2 ¢y A = Az =0, HOK
Ccy oaromapajyhum comcTBeHU BEKTOPU

5. IlepunucaT mojaM BEKTOPCKOT IPOU3BOJA y €YKJIUICKOM BEKTOPCKOM TpocTopy V = R3. (2)

Hedpumunnmja 3.10 va crpanu 122.




6. Hammmcaru no nepumunnmjnm lim,, o ap = —1. (1)

Hepurnnuja 4.3 Ha crpanu 159.

(Ve>0)(3Ing eN)(YneN)(n>2ng = |a, +1|<e).

7. 3a ¢yuruujy f:I - R nmepunrcatu nojMmose: 1) f je orpanuvena Ha [; 2) f je MOHOTOHO omaznajyha
Ha [; 3) f mMa JIOKAJHN MaKCUMyM Yy TadKWU Zg € . (2)

Hedpumuunuje 5.2 u 5.3 Ha crpanu 184 m nepununuja 6.4 va crpanm 223.

8. llepuHUMCATN TOjMOBE HENPEKUITHOCTU ¥ AudpepeHnujabmimHocTy (YHKIUje y Tadku zo. Jla am
¢yHKIUja f, HEIpPEKUTHA y xo = 3, MOpa OuTu m mudpepennujabunana y toj Tauru?! OOpas3aoKATH
OTOBOP. (2)

Hepnrnnuja 5.17 va crpann 197 n nepuaunuja 6.1 va crpanm 214.

He. Moxemo rkao koHTpanpuMmep ysetu GyHEIU]y f(z) = |z - 3.

9. dopmynucatu u nokaszatu HejenHarocT Romu-IlIBapu-BymakoBckor. (3)

Teopema 2.30 va crpanu 97.

10. Oapenutu ycaoB nom kKojum 3a marpune A, B e M, (R) Baxu (A + B)? = A% +2AB + B2, (2)

Sanatak 30 ma crpanu 107. MaTtpune mopajy 6utu komyTatuBHe, Oyayhn ma:
(A+B)?2=A2+2AB+B? < (A+B)(A+B)=A?+2AB+ B>

> A+ AB+BA+B?*=A>+ AB+ AB + B> < AB = BA.




I'pabeBuncku ¢akxynrer YHuBep3urera y beorpamy 18.7.2024.

3aBpmau ucour 3 Maremaruke 1

IIpe3ume u mme: Bpoj nnnekca:

1. Ile¢purucaru nojam nerepmunante. Onapenutn det(24) axo je A =[a;;] MaTpuna pena 4, mara ca:

aij=1,i¢jl/laij=—1,i:j. (2)
Hepurunuja 2.3 wa crpanu 46.
-1 1 1 1
1 -1 1 1 A
A=y | o | det(A)=-16 — det(24) = -16-2" = ~256.
1 1 1 -1
2. Rana je marpuna oprorouanauna? ViaycrpoBatu mpuMmepom. (2)

Hedmuaumnuja 2.54 va crpanm 102.

HajjemnocTaBHIja OpTOTOHAJJHA MATPUIA j€ JeAMHUYHA MATPUIA PEla n.

3. IlepurmcaT; mojaM HOTIPOCTOPA BEKTOPCKOT IpocTopa. [latm jemaH mpumep HETPUBU)AJTIHOT
MMOTIIPOCTOPA BEKTOPCKOT MPOCTOPa KBaAPATHUX MAaTPUIlA PEIa Nn. (2)

Hepuunurnuja 2.26 va crpanu 71.

Ha nmpumep moTmpocTop CMMETPUYHUX MATPUIA N-TOT pPena.

4. Popmynucatu Kporerep-KanenujeBy Tteopemy. latm mpumep cuctema 2 x 3 KOjU HUje carjiacaH
IpeMa yCJIOBUMA MCKa3aHe TeopeMe. (2)

Teopema 2.18 ma crpanu 87. 3a cucTteM JUHEAPHUX jeIHAUNHA

r+y+2z=0

r+y+z=1,
Basku r(A) =1 #r(A) =2, na HUje caraacas.
5. Hanucaru no medumuunuju: lim {/n = 1. (1)

Hepurunuja 4.3 wa crpanu 159.

(Ve>0)(IngeN)(VneN)(n2ng = |¥Vn-1|<e.




6. latu npumMep ¢yHEIMje nepuHrcaHe Ha R KOja MMa OTKIOHUB NPEKUT Y Tadykud xp =0, a Y TAUKU
Ty = 5 HUje mudepeHnujadbuina, aau jecte Henpekuaaa. CkumupaTu rpaguk onadpane GyHKnuje. (2)

Bupamo mro jemnocTaBHUjY QYHKIUjy umja je obnacT mepmHMCAHOCTUA R, TAKO n1a 3a70BOJHABA
TpaskeHe yciioBe. JemHa TakBa (QyHKIUja je, Ha IpPUMeED

1, x <0,
fx)=4 0, x=0,

|cosx|, x>0.

7. 3a ¢pyuruujy f:I - R nedpurmcatu mojmose: 1) f je Hempexkunna Ha [; 2) f je MOHOTOHO pacTyha
Ha [; 3) f mMa JIOKAJIHN MUHUMYM y TaUKU xg € [. (2)

Hedpumuumnumje 5.17, 5.3 u 6.4 va crpanama 197, 184 u 223.

8. Popmynucaru JlarpamkoBy TeopeMmy. (1)

Teopema 6.8 ma crpanm 226.

9. Pa3imuuuTuM CONCTBEHUM BPETHOCTUMA MAaTPUIE OATrOBapajy JWHEeapHO HE3aBUCHU COICTBEHU
BekTopu. Jlokazaru. (3)

Teopema 2.28 va crpanu 95.

10. Tejmoposa popmyna. Vckaz n mokas. (3)

Teopema 6.14 va cTtpanu 236.




I'pabeBuncku ¢akxynrer YHuBep3urera y beorpamy 25.2.2024.

3aBpmau ucour 3 Maremaruke 1

IIpe3ume u mme: Bpoj nnnekca:

1. Jedpunucaru nojam nerepmunante. Ongpenurn det(2024A) aro je A =[a;;] Marpuna pena 3, narta
Ca:aij:4,i¢j1/1aij:0,i:j. (2)

Hedpumuannmja 2.3 va crpanu 46.

A:

PN
SO

4
A[, det(A) =128 = det(2024A) = 128 - 2024°.
0

2. /late cy xkBanpatue marpune A n B. Illepuaucatu nojmose: A~ B u A~ B. Ila mu cy ekBUBaJIeHTHE
MaTpuile ucroBpeMeno u cianuue? OOpPasaoKUTU OATOBOP. (2)

Hepuuunuje 2.24 va crpanu 66 u 2.38 Ha cTpanm 83.
ExBuBanenTHe KBaapaTHe MaTpulle He Mopajy Outu u ciauvbHe. Ha mpumep maTpuiie

10 00
R (R A
2

Cy OUNTJIeHO eKBUBaJEHTHe, aJy HUCY CauuHe, jep je Ha mpumep pa(\) = A2 - Xz () = A2

3. llepurncaTy mojaM JUHEAPHOT ollepaTopa M AaTh jedaH npumMep omepartopa L:R? — R®. 3atum

3a onmabpanu oneparTop L oapemutu L(u), TOe je u= [ﬂ (2)

Hedmuumnuja 2.31 va crpanm 74.
Csaka Mmarpuna A € Ms(R) onpebyje jenno numeaprHo mpeciaukaBame L:R? - R3. Ha npumep,

1 0 T 1
MaTpunioM A =12 1|, 1aTo je JUHEAPHO NPECINKABHE L([g]) =|2x+y]|, Te je L(u)=|3].
10 T 1

4. JlepuHMCATA TOjMOBE COICTBEHUX BPEMHOCTU U COICTBEHMX BEKTOPA KBaIpaTHE MAaTPUIE. 3aTUM
OOpEeIUTU COICTBEHE BPEAHOCTU U COICTBEHE BEKTODPE jeIMHWYHE MaTpuie pena 4. (2)

Hepununuja 2.44 wa crpanu 91. ConcrBene BpeAHOCTHU jeIMHUYHE MaTPUIlE pena 4 OUUIJIeTHO
cy M1 =Xo=A3=)\ =1, 0OK cy oaroBapajyhu comncTBeHu BEKTOPU

Xl: 7X2: 7X3:

0
0
1 7X4_
0

— o O O

1 0
0 1
0 0
0 0

5. [lepunrcary mojaM mogHW3a U IOjaM Tadke HaroMuJIaBama HU3a peaHuX OpojeBa. (1)

Hepuuaurnuje 4.12 u 4.13 wa crpanu 176.




6. latu npumep ¢yHEIMje nedpuHUCaHe HA R Koja MMa OTKJIOHKWB IpEKu] y Tadykd z; = 0, a y
IIDEBOjHOj TAUKM Z2 = 1 mMa JoKaJaHM MuHMyM. CrunupaTtu rpaduk onadpaHe QpyHKIUje. (2)

Bupamo mto jemHocTaBHU]Y (DYHEIU]Y unuja je obsacTt meduHUCAHOCTU R, Tako Oa 3aI0BOJHLABA
TpaskeHe ycJyoBe. JenHa TakBa (YHKOWja je, HA IPUMEDP

22 -1|, z#0,
€T =
/(@) { 0, x=0.

7. 3a ¢yuruujy f:I - R nmepunmcatu nojMmoBe: 1) f je orpanudvena Ha [; 2) f je MOHOTOHO omanajyha
Ha [; 3) f mMa JOKAJHU MAKCUMyM y TadKM X € [. (2)

Hedpmuaumnuje 5.2 u 5.3 Ha crpann 184 m nepunnnuja 6.4 Ha crpanm 223.

8. Popmynucatu PepmaoBy Teopemy. (1)

Teopema 6.6 ma crpanu 224.

9. Popmynucaru u gokaszatu Kejau-XaMUITOHOBY TeopeMmy. (3)

Teopema 2.23 vHa ctpanu 92.

10. Heka cy f u g HempekmnaHe ¢QyHKIUje Ha OACEUYKY [a,b] 3a Koje Baxku f(a) < g(a) m f(b) > g(b).
[IorkazaTtm na omma mocroju tadka ( € (a,b) 3a xojy je f(¢)=g((). (3)

Buneru 3anmarax 60 ma crpanm 211.

Yuyrcrso: [Ipumenutu teopemy o HyJama HenpekunHe ¢QyHkuuje ua onceury (Teopema 5.7 ma
crparu 202) wa ¢yuruujy h(z) = f(z) - g(z).




I'pabeBuncku ¢akxynrer YHuBep3urera y beorpamy 7.2.2024.

3aBpmiau ucour 3 Maremaruke 1

IIpe3ume u mme: Bpoj nnnekca:

1. Jedurucaru muBep3ny Mmarpuny. Onpenutu nHBep3HY Marpuiy Marpuie A = [a;;] pena 3, mare
Ca:aij:4,i2j1/1aij:0,i<j. (2)

Hedpuuannmja 2.20 wva crpanu 64.

400 /4 0 0
A=|4 4 0|, A'=[-1/4 1/4 o0
4 4 4 0 -1/4 1/4

2. Jlepunucaru nojam 6a3e U AUMEH3Uje BEKTOPCKOT mpocTopa. JlaTu IpuMep peasHOT BEKTOPCKOT
npoctopa auMensuje 2024 pazauuutor on R, Jla su cy oBu mpoctopu mzoMopuU? (2)

Hepurunuje 2.35 Ha cTpanu 77 u 2.36 Ha crpanu 79.

BexkTopcku npocTtop peasHux mMarpuiia auMeHsuje 4 x 506, uiam HeKu APYTU TPOCTOP MO U300py.
[Ipocropu cy uzomopduu 6ynyhwu na mmajy ucry (rkomauny) mumensujy (ITocimemuna 2.3 ma
crpanu 81).

3. [lepuHrcary nmojaM €yKJIUACKOT BEKTOPCKOT IIPOCTOPAa M NATHU jelaH IIPUMED. (1)

Hedmuaumnuja 2.48 va crpanm 96.
Ha npumep BekTopcku mpoctop R? ca cTammapIHUM CKaJapHUM OPOU3BOIOM

(u,v) = ul v = ugvy + ugve + usgvs.

4. Popmynucatu Tteopemy KRomu-IlIBapn-BymakoBCcKor u MOTBPAUTHU HEHO Baskeme M300poM IBa

BeKTOpa u,v € R’ (ca cTaHmapIHUM CKAJapHUM IPOU3BOIOM y R7). (2)
Teopema 2.30 ma crpanu 97. Ogabepumo mBa BekTopa y R°, HIp.
1 0
2 1
u=| 0|, v=|2]|. 3a oBaj w36op mmamo, |(u,v)|=|-2| =2 <|ull-||v] = V(u, u)/{v,v) =V9-V/9=9.
-2 2
0 0
5. [lepunrcary aumec HU3a, & 3aTUM HAMMCATHU MO AepmHUIMjU lim 2" = +oo. (2)
n—o0

Hepununuje 4.3 na crpanu 159 u 4.5 wa crpanu 160.




6. Ilatu mpumep nmapHe ¢yHEIUje neduHrMcaHe Ha R KOja mMa IpeKu] IpBe BPCTE y TAYKU xp = 1,
IpEeKu] APyTre BPCTE y TAYKU Xo =2 U HEMa U3BOJ Y TAUYKU JIOKAJHOT MUHUMyMa xg = 3. Crunuparum
rpaduk omabpane QyHKIU]E. (2)

Canunu npuMmepu pabenu cy Ha npenaBamuMma. BupaMo mTo TpocTujy (QYHKIUjy, OIPU YeMy
ma3uMoO Ha MapHOCT, KOja 3ad0BOJbaBa TpaskeHe ycioBe. Ha mpumep,

2, |z <1,
1
= — 1< <2
f(l') 2_‘$|7 |x| Y
13— lzll, |z|>2.

7. HlepuurcaTtu n3Bon GpyHKNMje. 3aTUM OAPEIUTU O mepuHUNUju n3Bon Gpyuruuje f(x)=1/z. (2)

Hedpmuumnuja 6.1 ma crpanu 214. [Ipema nepurmnmjn

: W -f@) . mEr 1 1

() = Jim L5 T R A S

f(@) B h hso  h B x(x+h) 22

8. Popmynucatu PonoBy Teopewmy. (1)

Teopema 6.7 ma crpanu 225.

9. PopmyarcaTu TeOpeMy O OPTOTOHAJIHUM omepaTopuMa (6e3 Joka3a), a 3aTUM HOKA3aTHU [a CBAKU
opToronaJian oneparop L:V — V uyBa mHTEH3UTET BEeKTODA, Tj. ||L(z)|| =|z|, 3a cBe z € V. (3)

Teopema 2.34 na crpanu 103.
[Ipema ucka3y Tteopeme, 3a cBe x €V Baku

(z,2) = (L(2), L()), omakxe je |[z]| = \/(z,x) = V(L(z), L(2)) = | L(2)]l.

10. Popmynucatu 1 noka3zatu KomujeBy TeopeMy O CpemmOj BPEAHOCTMH. (3)

Teopema 6.11 va cTrpanm 229.




I'pabeBuncku ¢akxynrer YHuBep3urera y beorpamy 5.9.2023.

3aBpmiau ucour 3 Maremaruke 1

IIpe3ume u mme: Bpoj nnnekca:

cosr sinx

1. llepuamcaTu nojaM meTepMHHAHTE. 3aTUM M3padyHaTy 1o geduHunuju D = sinz  cost
—S1

(@)

Heprurnnmja 2.3. sa crpanu 46. [Ipema oBoj mepurmnuju 6mhe:

2

5 4l7 (~-1)NED cosz-cosa + (~1)VED (—sinz) - sinz = cos? z + sin®z = 1.

D:‘Q 1‘

2. Popmynucatu Kporerep - KanmenujeBy Teopemy. /laTu mpumep cucrema JIMHEADHUX jeTHAYUNHA
3x2 (Tpu jemHauyuHe ca IBe HEMO3HATE) KOJU HUje CArJIACAH. (2)

Teopema 2.18. va crpanu 87. Jeman cucTeM KOju 3a10BOJbaBa TPaskeHe YCJOBE je Ha IpUMep

Y 0 _
y = 1, Osme je r(A)=1=#7r(A)=2.
Y 2

3. IlepuHucaTu COICTBEHE BPEIHOCTU U COICTBeHE BekTOpe Mmarpuie. OapenuTtu 3aTUM COICTBEHE
BEKTOpE jeIMHUYHE MaTpUie pena 2. (2)

Hepnrnnuja 2.44. sa crpanm 91.

. 1
ConcrBeHUM BPpETHOCTUMA A\ = A2 = 1 0ArOBapajy COICTBEHU BEKTOPU: [0] u [(1)]

4. Hanucaru no mepmuaunumju lim ¢Yn=1u lim Inn = +oo. (2)
n—>00

n—>00

Hedpurunuje 4.3 u 4.5 ua crpanama 159 u 160;

(Ve>0)(Ing eN)(VneN)(n>ny = |¥n-1|<e).

(VE>0)(3IngeN)(VneN)(n>2ny = |lun|> E).

5. Popmynucatu bBoamnano - BajepmrpacoBy Teopemy. MaycTtpoBaTtu mpuMepoM. (2)

Teopema 5.9. ma crpanu 203. Kao mpumep MokeMO y3eTu OMIO KOjy HENPEKUIHY (OYHKIU]Y
neuHICAHY Ha HEKOM OJCEYKy M OOpa3jOKNTU KOjUM KOHCTAHTaMa je OrpaHnYeHa, Kao U TJe
nocTw:ke HajBehy, a rae HajMamy BPEMTHOCT.

6. [lepurrcaTty Tauyky JOKAJHOI MakcumyMma (yuknuje. la au cramuonapHa Tadvka (QyHKIVje MOpa
OuTu Tauvka JOKaJHOr ekcTpemyMa? OOpasioKUT OIrOBOP. (2)

Hedunummja 6.4. na crpanu 223. He. Ha npumep zg = 0 je cTanuoHapHa Tauka (QyHKOUje x — x>,
ajiil HUje TadvKa JOKAJHOT eKCTPeMyMa.




7. [lokazatu na y eyKJIUIACKOM BEKTOPCKOM IIPOCTOPY CBAKU CKYI MeHyCOOHO OPTOTOHAJIHUX BEKTOPA
KOjU HE CAIP:KU HYyJIa BEKTOP MOpa OUTU JTUHEAPHO HE3aBUCAH. (6)

Teopema 2.32. Ha crpanm 99.

8. PopmynucaTu U HOKA3aTU TEOPEMY O HEIPEKUIHOCTU WHBEP3HE (YHKIW]E. (7)

Teopema 5.11. va crpanu 204.




I'pabeBuncku ¢akxynrer YHuBep3urera y beorpamy 23.3.2023.

3aBpmau ucour 3 Maremaruke 1

IIpe3ume u mme: Bpoj nnnekca:

1. IlepmaucaTu nmojaMm orpanmdeHor ckymna. HaBectu mpumepe nmpaBux moackynoBa A, B c Q, Tako
na moAckyn A Oyne orpaHuveH, a MOACKYI B HeOrpaHWYEH. (2)

Hedpuunnuja 1.7 va crpanu 8. Ha npumep:

A={zeQ|z*<2}, B=Z

(2)

. . 21
2. JlepunucaTu mojaM mAeTEepPMUHAHTE. 3aTUM U3padyHATU Mo AepuHUIUAju D = ‘3 4‘.

Hepurnnuja 2.3. sa crpanu 46. [Ipema oBoj nepurmnuju o6mhe:

2 1

D:‘34

‘ = (DN 44 (—1)NED1.3-2.4-1-3=5.

3. IlepuHnCaTH je3rpo U CJIMKY JUHeapHOr omepaTtopa. IlokazaTu ma je mpecaumkaBame L:R3? — R2

21 3
0 1 1], JUHEAPHO, OAPEIUTHU CJIUKE CTAHAAPIHUX Oa3HUX

BEKTOpa M HmeroBo je3rpo. Hanpratu oaroBapajyhy cauky. (4)

nedunrcano ca L(v) = Av, roe je A = [

HNepununumja 2.32. ma crpanu 74. Kako je: A(u+v) = Au+Av u A(\u) = AA(u), 3a cBe u,v e R u 3a

1 0 0
cBe ) € R, maro mpeciukaBame je auHeapHo. Ciuke 6a3uux BekTopa e;=|0], ea=|1| ume3=|0]| cy
0 0 1

x 0
KoJIoHe Matpuue A; Ae; = [3]’ Aeg = [1] u Aes= [3] Hame, Aly|=|0] < 22+y+32=0, y+2=0, na
z 0

(07

Ker(L)=5| a ||aeR}. T'eomeTrpujcku, TO Cy CBU BEKTOPU KOjU JIEKE HA MPABO] % = % =
_a -
4. [JepurncaTtu nojaM BEKTOPCKOI IPOM3BOJA U JaTU I'€OMETPHUjCKYy WMHTEPIPETAIN]Y. (2)
Hepurnnuja 3.10. va cTpaHu 122 m KOMeHTAp HAKOH Je(UHUIL]E.
ool
5. Popmynucaru llTonmoBy Teopemy. I[Ipumenom oBe Teopeme onpenuTu 7}1_)11010 S (2)

Teopema 4.9. ma crpanu 169. Kako je HU3 y, = n OUUTIEAHO CTPOrO PACTyNm m TEXRU Ka +oo,
TO je TpakeHa I'DaHWYHA BPEAHOCT jeTHaKa:

1 1 1)-1 1
i B gy B4 -lon L
n—oo 1 n—>00 n+l-n n—>00 n

=Inl1=0.




6. Popmynucatu Donmano - BajepmrpacoBy Teopemy 3a ¢yuknuje. IIpoBeputm na mu ¢yHKmuUja
f(x) =3z +1+arcsinz mocTwske MUHUMYM Ha cerMeHTY [0,1] 1 0Opa3iiouT! OArOBOD. (3)

Teopema 5.9. wa crpanm 203. Ilara ¢yHEmUja nepuHMcaHA je HA cerMeHTy [-1/3,1] o [0,1] u
3anoBosbaBa ycioBe Bomamnano - Bajepmrpacose Teopeme Ha [0,1], Te foCcTUR e MUHUMYM HA TATOM
CErMEHTY.

7. PopMmynucaT TEOPEMY O OMHOCY HENPEKMAHOCTU M AU(PepPeHIN)jadUIHOCTU (YHKIUje Yy TadKU.
[IpumenuTn Teopemy Ha QyHEIU]Y f(x)=sgn|r+2| y Tadru zo = -2. (3)

Teopema 6.2. Ha cTpanm 218.
Kako ¢yurmuja f(z) = sgnz nma npekun (IpBe BPCTE) y TAYKU T = —2, TO IPEMa HaBeIeHO] TeopeMu
OHa HE MOYK€ MMAaTU U3BOM y TOj TAYKU.

8. [le¢purucaru mojam m3Bona ¢yHknuje y tauku. OapeauTy 3aTUM IO Ae(PUHUNNJU U3BOI QYHKILjE
f(z) =2 -z y Tauku xg = 1. (2)

Hepurunuja 6.1. Ha crpanu; 214.

-3.

h—0 h h—0 h

f’(—l):}lli_%f(_1+h})b_f(_1) 1-2h+h2+1-h-2 h(h—3):

9. Y BEKTOPCKOM IPOCTOPY CBAKU BEKTOP HA jeIUMHCTBEH HAUYMWH C€ IMPEICTaB/ba Kao JMHEapHAa
KOMOuHanuja 0a3HUX BekTopa. JlokazaTu. (5)

Teopema 2.11. Ha cTpanm 78.

10. KommjeBa nmedumHuUja aumeca eKBUBaJEeHTHA je XajHeoBO] medunmnmju. lokazaTu. (5)

Teopema 5.1. Ha cTpanu 187.




I'pabeBuncku ¢akxynrer YHuBep3urera y beorpamy 24.2.2023.

3aBpmau ucour 3 Maremaruke 1

IIpe3ume u mme: Bpoj nnnekca:

1. Ilojam m ersmcrennuja wmaBep3He (yHKnuje. Kana Baske cienmehe jemmaroctu: arccos(cosz) = z,
cos(arccosz) = x, arctg(tgz) =z u tg(arctgz) = x? (2)

Bunern teopemy 1.1 ma crpanu 9. n jemmaxkoctu (1.24), (1.25), (1.28) u (1.29) Ha cTrpanaMa 28 u
29. Bawxmu:

arccos(cosx) =x <= x€[0,7m], cos(arccosz)=x <= xe[-1,1],

arctg(tger) =o < xe(-7/2,7/2), tg(arctgr)=x <= xeR.

2. Popmynucatu KpamepoBy Tteopemy. la nmu mocToju cucTeM JMHEAPHUX jeqHAUMHA 2 X 2 KOJ KOTa
D =Dy =D; =0 u koju uHuje carmacan! OOpa3IOKUTU OATOBOD. (2)

Teopema 2.5. wa crpanu 55. a. Cucrem Koju 3am0BObaBA TPaKEHE YCJIOBE je, HA IPUMED

T +
- z B 1’ HaBemenu cucrem ouursieqno mema pernema u Baku D = Dy = Dy =0.

3. IlepuHncaTu je3srpo M CJIMKY JUHeapHOT omepaTtopa. IlokazaTu ma je mpecaumkaBame L:R3? — R2

. 2 1
nepunrcano ca L(v) = Av, roe je A = [0 1 1], JVHEAapPHO, OAPEIUTH CJAUKE CTaHIAPIHUX Oa3HUX
BEKTOpa M HmeroBo je3rpo. Hanpratu oaroBapajyhy cauky. (4)

Hedurunnmja 2.32. na crpann 74. Kako je: A(u+v) = Au+ Av u A(\u) = AA(u), 3a cBe u,v e R? u 3a

1 0 0
cBe \ € R, marto mpeciuraBame je suneapuo. Cnure 6a3uux BexkTopa e; = [0, ea=|1| mwe3=|0| cy
0 0 1

x 0
1
KoJoHe Matpuie A; Aej = [3], Aey = [1] u Aes = [2] Hame, Aly|=|0] < 2x+y+32=0, y+2=0, na
z 0

(0%
Ker(L)=5| a ||aeR}. I'eomeTrpujcku, TO Cy CBU BEKTOPU KOjU JIEKE HA MPABO] % = % = il
-

4. Hamucaru jemnauwHy ycjJaoBa MO KOjuM mBe mpase onpebyjy paBan. Y KOM Ccy OOHOCY IpaBa
p:2x-y+4=0,r-y-2+3=0wu paBan a:x+2y—z =37 (2)

Hera cy mare mpaBe p m ¢ ca BekropuMa mIpaBana p, ¢ u Taukama P € p u Q € q. OBe mpase
ompebhyjy paBaH ako Cy mapaJjeijiHe U Ce CeKy, OTHOCHO aKO Cy BEKTODPU P, § U ]_36 KOMILJIAHAPHMA.
Tpaskenu ycmos je: [p,q, 1_3@)] =0.

Y matom mpumepy je p=1i, = (1,2,-1) ma je p L o. Taura npomopa je tauka T(-1,2,0).

5. Illepunrcatu nmumec Hu3a, a 3atuM Hahwu lim n” m lim p” y 3aBucHOCTH Oonx mapaMerpa peR. (2)
n—o0

n—oo

Hedununuja 4.3 wa crpanu 159 u nornasme ” Heku Baskuuju mumecu Ha ctpanu 164. Tpakene
IDAHUYHE BPEIHOCTU jeTHAKE CY:
0, p <0, 0, Ip| <1,
lim nf =11, p =0, lim p" =41, p=1, mok lim p" He moctoju 3a p<-1.

n—>oo n—oo n—o0

+o0, p>0, +o0, p>1,




6. Popmynucatu KommujeBy n XajHeoBy nedumHUIMjy HenpeknaHocTu GyHENUje. [la au ce pyHKIUIja
flz)= 1“:;—52”3 MOKe noneprHUCATH OO HeIpeKuaHe (yHKIuje Ha R? (3)

Hepunnnmja 5.18 ma crpanu 197. [Jara ¢pyHEIMja MOKe ce momemHUCATA OO HENPEKUIHE, jep

je }ci_x)%l’if—ﬁm =2, Te je
1—cos2x
— —==, x#0
z) = 22
() {z T

HEepEeKNIHA Ha CKYIy peayiHuX OpojeBa.

7. PopmynucaTu TeOpeMy O ONHOCY HENPEKUITHOCTH U NU(EPEHIN)adUIHOCTU (YHKIUje Yy TaUKU.
[IpumenuTn Teopemy Ha (GyHEIUjY f(x)=sgnr y Tadru zg = 0. (3)

Teopema 6.2 wa crpanm 218.
Kako ¢ymrmmja f(x) = sgnr uma nperun (IpBe BPCTe) y HyJM, TO IpeMa HABENEHO] TeOpeMU OHA
He MOKe MMAaTU MU3BOJI y TOj TAUKU.

8. Popmynucatu PonoBy teopemy. la au ce oBa TeopeMa Moske mpuMeHUTH Ha GyHKUU]Y f(z) = sinz?
Y KOJIMKO je ONroBOP MOTBPAAH, HABECTU OAroBapajyhu oncevax. (2)

Teopema 6.7 Ha cTpanu 225.
Ila, Moske ce IPUMEHUTU Ha CBAKOM OJCEUYKY [a,b] Ha KoMe je sina = sinb, Ha TpUMep Ha OJCEUKY
[0,7].

9. /lokaszaTu na cavdyHe MaTPUIE MMAjy WUCTU KapakrTepuctudHm nosamuaoMm. lla mu Basku oOpatHO?
Ob6paznoxuty oaroBop HaBobhemem oarosapajyher rBphema i KOHTPATPUMEPOM. (6)

Teopema 2.24. ma ctpanu 93.
Ob6patHo He Basku. Ha mpumep marpuie

EET

MAajy UCTU KapaKTePUCTUUHU HOJIUHOM ¢4(N\) = pp(N\) = A2, anu HUCY ciaumuHe.

10. PopmysmucaTyt 1 nHoka3aTy RolmujeBy TeopeMy O CpenmOj BPEIHOCTH. (4)

Teopema 6.11. Ha crpanm 229.




I'pabeBuncku ¢akxynrer YHuBep3urera y beorpamy 9.2.2023.

3aBpmiau ucour 3 Maremaruke 1

IIpe3ume u mme: Bpoj nnnekca:

1. [edunucaru nojaMm ¢yHKIUje, cypjernuje u nHjeknuje. latu npumep ¢ysrnuje f:R — R koja je
CYPjEeKTUBHA U HUj€ UHjEKTUBHA. (2)

Heprrmnmje 1.9 n 1.10 ma crpanm 9. Kao npuMmep Moxke ce y3eTu QyHKITja

f($)={5n+1, <0

x2—1, x> 0.

2. Popmynucatu Kporerep - RanenujeBy teopemy. /latu mpumep cucrteMa JUHEAPHUX jeTHAUUNHA
2x 3 (mBe jemHauwHe ca TPU HEIO3HATE) KOJjU HUje CATJIACAH. (2)

Teopema 2.18. va crpanu 87. JemaH cucTteM KOjU 3a10BOJbaBa TPasKEHE YCJOBE je Ha IpUMEpP

I z - Osge je r(A) =1#r(4)=2.

=)

r + Yy
r + Yy

3. llepumuucartu AmHeapaH OmepaTOp. 3ATUM MIOKA3ATHU Aa je MPECINKABAHE L:R? » R? nedunucano

ca L(v) = Av, roe je A= [z jl], JMHEApHO U OJPEIUTU HeroBo je3rpo. Hampraru ciaumky. (2)

Hepuuaunuja 2.31. na crpanu 74. IIpema ocobmHamMa MATPUYHOT MHOKEHA U cabupama BayKU:
A(u+v) = Au+ Av m A(Mu) = MA(u), 3a cBe u,v € R? u 3a cBe A € R, ma je maTo IpeciauKaBame

nuHeapHO. BekTop v = [:c y]T npunana jesrpy axko je Av =0, omaocuo 2z +y =0. Ongasne je

Ker(L) = {[—92695] |z e R}. ['eomeTpujcku, TO Cy CBU BEKTOPU KOjU JIEKE HA IpPaBOj y = —2x.

4. Hanucaru no nedpurmmuju lim a, = 7. 3aTUM AaTU OIPUMEp HU3a YUjU je JIMMEC jenHaK 7 U KOjU
n—oo

HUj€ MOHOTOH. (2)

Hepurunuja 4.3 wa crparsu 159; (Ve >0)(IngeN)(VneN)(n>ny = |a, - 7| <e).
(="

Kao npumep moskeMo y3zeTu HU3 a, = 7 + .
n

5. Popmynucatu PepmaoBy Teopemy. MaycrpoBaTtu mpuMepoM. (2)

Teopema 6.6. na crpann 224. Ha npumep ¢pyrrnuja f(z) = 1-2? nMa JOKaJH MAKCUMYM y TadKU
¢=0 u mudpepennujabunua je y toj tauku, na je f'(0)=0.

6. llepurmcaTu TauKy JIOKAJHOI MUHUMyMa (yHEKUUje. /la n1u Tayka JOKAJHOT €KCTpeMyMa MOopa
outu cranmoHapHa Tauyka! OOpa3ioKUTU OATOBODP. (2)

Hepuununuja 6.4. va crpanm 223. Tauka JOKaJHOT e€KCTpeMyMa HEe MOpa OUTU CTAIMOHAPHA
rauka. Ha npumep, ¢pyHEOIUja

f(x) = ||

“Ma JOKaJHU MuHUMYM y Hyau, aau f(0) #0 (y Tauku x = 0 U3BOJ HE MOCTOjU).




7. [lokazatu na y eyKJIUIACKOM BEKTOPCKOM IIPOCTOPY CBAKU CKYI MeHyCOOHO OPTOTOHAJIHUX BEKTOPA
KOjU HE CAIP:KU HYyJIa BEKTOP MOpa OUTU JTUHEAPHO HE3aBUCAH. (6)

Teopema 2.32. Ha crpanm 99.

8. Popmynucary u nokaszatu Loanano - BajepmrTpacoBy TeopeMy 3a peajiHe (QyHKOU]E. (7)

Teopema 5.9. mva crpanu 203.




I'pabeBuncku ¢akxynrer YHuBep3urera y beorpamy 27.9.2022.

3aBpmau ucour 3 Maremaruke 1

IIpe3ume u mme: Bpoj nnnekca:

1. Popmyaucatu Teopemy o JlammacoBoMm pasBoOjy HEeTEPMUHAHTE IO i-TOj] BPCTU. 3ATUM Pa3BUTU

BannmepMonnoBy merepMuHAHTY pena 3 IO APYIrOj BPCTU. (2)
Teopema 2.1. ma crpanm 48. [Ipumep:
1 X1 x% 2 2
1 1 =z 1 =z
Va=|L o x%:_xl x% T2y x% 31 :Ul
1 z3 x% 373 3 3
2. HabpojaTu enemenTapHe TpaHChOopMaInyje MaTPUILE. (1)

Hedpuunnmja 2.23. vHa crpanu 66.

3. [lepurmcaTu mojam JIuHeapHE 3aBUCHOCTU U JIMHEAPHE HE3aBUCHOCTU ITPOM3BOJLHUX BEKTOPA Y
BEKTOPCKOM IpocTopy. JlaTu nmpumMep OBa JIMHEApHO 3aBUCHA BEKTOPA Y PeaJHOM IpocTopy R3.(2)

Hepununuja 2.33. va crpanu 75. Ha npumep BerTOpu:

Cy JUHEApHO 3aBUCHU, jep je 2v; —vg =0.

[

1
vl = 2 n vg =
3

4. [lepumHrcaTtu Tayky HaroMmiaBama Hu3a. JlaTtu npyMep HU3a KOju MMa JBEe Tauyke HAarOMUJIaBamba,
jemHy KOHA4YHY UM jeHY OECKOHAUHY. (2)

Hepnrmnuja 4.13. sa crpanu 176. Kao npumep MokeMo y3eTm HU3

Zn=n-(1+(-1)")).

5. PopmynucaTtu JlarpamkoBy TeopemMy O Cpeam0j BPETHOCTU. (1)

Teopema 6.8. Ha cTpanu 226.

6. [leduHrcaTy Tayky JIOKAJIHOI MaKCUMyMa (yHKIU]jE. (1)

Hedpuunnuja 6.4. Ha cTpanm 223.




7. Panr marpuie jemHak je MAkCUMAJIHOM OpPOjy HEHUX JIMHEADHO HEe3aBUCHUX BpCTa (KOJIOHA).
JlokazaTu 1 UIyCTpPOBATH NPUMEPOM MATpPUIE pena 2 x 2. (7)

Teopema 2.16. va crpanu 85. Ha mpumep, maTpura
1 2
-

je pamra 1, oynyhu na je Ajp=2A.

8. ®opmymacatu m mokaszatu PepmaoBy Tteopemy. Ila s ce y mckaszy Teopeme MOKE M30CTABUTU
ycaoB nudepennujabunnoctu pyurnuje? OOpas3aoKUTU OOr0BODP. (7)

Teopema 6.6. Ha cTpanu 224. BuneTtn HAmOMeHY 2 HAKOH JIOKa3a.




I'pabeBuncku ¢akxynrer YHuBep3urera y beorpamy 12.7.2022.

3aBpmau ucour 3 Maremaruke 1

IIpe3ume u mme: Bpoj nnnekca:

1. Popmynucatu KpamepoBy Teopemy. (1)

Teopema 2.5. HAa cTpanu 55.

2. [lepunucaru comncTBeHe BPEIHOCTU U COICTBEHE BekTope marpure. Oapemuru 3aTUM CONCTBEHE
Bekrope Marpune ATA, rne je A=[1 1]. (2)

Hedpuunnmja 2.44. va crpanm 91.

. 1 1
ConcrBenuMm BpemgHocTuMa A =0 U A =2 OAroBapajy pemaoM COICTBEHU BEKTOPU: [_1] u [1]

3. lepuHUCATU MEMIOBUTU MPOU3BOM TpU BekTopa y R® m matu reomerpujcky uHTepuperamujy. (1)

Hepunrunuja 3.11. sa crpanu 123 u Teopema 3.5. Ha cTpanu 124.

4. Jlatu cy cnemehu muzoBu: a, = 3", b, =n!, ¢, =In"n u d, = n'%. Ilopebatu HU30Be MO GpP3UHU
KOjOM TexKe Ka +0o. (1)

Bunetu mejemnakoct 4.3. Ha ctpanu 166.

Cp K dyp K ay < by,

5. llepyHMcaTn HEMPEKUIHOCT QYHKIMje y TAYKM U Ha ckymny. [laTtm npuMmep ¢yruuje f meprHMCaHE
Ha R KOja mMa IpeKuI Apyre BPCTe y TAYKU T = 1. (2)

Hepnrmnuja 5.18. ma crpann 197. ®yHENUja je HeIpeknAHA Ha CKyIy S c R ako je HempekmaHa
y CcBakoj Tauku ckyna S. Ha mpumep

f(m):{O, r<1,

1
—, T>1,

uau opuMep 5.20. Ha crpanu 201.

6. Popmynucaru PonoBy Teopemy. [la snm moctoju onceunu obawka [a,b] Ha KOMe Cy WCIOYHeHU
YCJIOBU OBe TeopeMme 3a (QyHKNuje x+ 22 u x+ 237 OOPasIoKUTI OJIr0BOP. (2)

Teopema 6.7. Ha cTpanm 225.
[IpBa ¢pymrnuja fi(z) = 2? 3am0BOBABA YCIOBE TeOpeMe Ha OMIIO KOM OJCeUKy obsuKka [-a,a], a # 0.
dyurmmja fo(x) =2 je ctporo pacryha, Tj.

a<b = a®<1?,

IIa TakKaB OJCEYaK 3a OBY (PYHKIM]Yy HE IIOCTO]U.




7. Popmynucatu u nokaszaru Kejau—XaMuITOHOBY TeopeMmy. (7)

Teopema 2.23. Ha cTpanm 92.

8. PopmynacaTu U JOKa3aTU TEOPEMY O M3BOAY W MOHOTOHOCTHU (yHKIU]jE. (7)

Teopema 6.9. Ha cTpanu 227.




I'pabeBuncku ¢akxynrer YHuBep3urera y beorpamy 22.6.2022.

3aBpmau ucour 3 Maremaruke 1

IIpe3ume u mme: Bpoj nnnekca:

1. HaBectu (mo u36opy) Tpu 0COOMHE NeTePMUHAHTH. (1)

Kmura, crp. 46-47.

2. JlepumHucaTu COICTBEHE BPEIHOCTHU U CONCTBEHE BekTOpe Marpuie. OapeanTtu 3aTUM COICTBEHE
BEKTOpE HYJIa MAaTpUlle pena 3. (2)

Hedpumunnmja 2.44. va crpanm 91.

1 0 0
ConcrBenu BekTopu: |0f, [1|, [0].
0 0 1

3. lepuHUCATY BEKTOPCKM IPOU3BOJ ABa BeKTopa y R3. (1)

Hepunrmnuja 3.10. ga crpanum 122.

4. Popmynucaru IllTonnoBy Teopemy. (1)

Teopema 4.9. va ctpanu 169.

1 .
5. 3paunnatu L = limzsin — u popMyamcaT TeopeMy Koja ce KOPUCTU. (2)
i

z—0

L=0. Tepbemwe 5.4. va crpanu 190 u npumMep HaKOH TBphema.

6. Hanucatu radbnmnune MarmnopenoBe ¢opmyie crenena 3 ca ocrarkoMm y IleanoBom obaury.  (2)

Buneru crpany 239. Hobuja ce:

2 3 2 $3

e$:1+x+%+%+0(fp3), COS$:1—%+O($3), sinxz:c—g+o(x4),

2 3

1n(1+x):x—w—+%+o(x3), 1+x)*=1+az+

x — 0.
2

a(a—l)x2+ 04(04—1)(04—2)963+0($3)




7. Popmynucatu u nokaszatu Kponekep—KamenujeBy Teopemy. (7)

Teopema 2.18. mHa crpanm 87.

8. Popmynacatu n norazatu TejmopoBy popmyay ca ocrarkoM y JlarpaH:xkoBoM OOJIUKY. (7)

Teopema 6.14. va ctpanu 236.




I'pabeBuncku ¢akxynrer YHuBep3urera y beorpamy 13.5.2022.

3aBpmau ucour 3 Maremaruke 1

IIpe3ume u mme: Bpoj nnnekca:

1. ITepuHmcaTy €KBUBAJIEHTHOCT MATPUIA. (1)

Hepuaunmja 2.24. na crpanu 66.

2. llepuHmcaTu mojaM BEKTOPCKOD MPOCTOPA. 3aTUM JATU IPUMePEe BEKTOPCKUX MPOCTOPA KOHAUHE
1 OecKOHAYHE AUMEH3U]e. (2)

Hedpumunnuja 2.25. Ha crpanu 68.
Ha mpumep, BEKTOpCKM HPOCTOp MaTuua Tuna 2 x 3 HaJ mobeM R je koHaune mumensuje (6), Ok
jé BEKTOPCKMU IPOCTOP PEAJHUX MOJIMHOMA OEeCKOHAYHOINMEH3NOHAJIAH.

3. lle¢puHucaru paHr MaTpuIe. (1)

Hepununuja 2.40. va crpanu 84.

4. IlepuHucaTy nojaM KOHBEPT'E€HTHOT HU3a PeajHuX Opojesa. (1)

Hedpuunnmja 4.3. Ha cTpanu 159.

5. Popmynucatru boamano - BajepmTpacoBy TeopeMy O HENIPEKUAHOCTM (QyHKIUje Ha onceuky. lla
mm je GyHKIUMja x> ™8T + 3/for orpanndena ma cermenty [-1,1]7 O6pas3nokuT 0ArOBOP. (2)

Teopema 5.9. va cTtpanu 203.
Ila. Cse emnemenTapHe (YHKIMje HEIPEKUIHE CYy HA CBOM JOMeHY. Rako je 30up m kommo3unuja
HEIPEeKUIHUX (QYHKNMja HEOpeKuAHa (yHKIU]a, TO je maTa (YyHKIUja HEeIPEKUIHA U 3aJ0BOJHCHU
cy ycaoBu Bosnmano - BajepmrpacoBe Teopeme.

6. Hanucatu rabnamnune MarnopernoBe ¢popmyie crenerna 3 ca ocrarkoMm y IleanoBom obaury.  (2)

Buneru crpany 239. Hobuja ce:
2 .3 2 3
ew=1+x+%+%+o(az3), cosle—%+0(m3), sinmzm—%+o(m4),

2 3

-1 -1 -2
1n(1+x):x—%+%+o(a:3), (1+x)a:1+am+a(a )x2+a(a )(a )x3

+o(z?), x-0.




7. Popmynucatu u nokazatu teopemy KRomu—IIBapi—bBymakoBCcKor. (7)

Teopema 2.30. Ha ctpanm 97.

8. Popmynacaru u nokaszatu RomwujeBy TeopeMy O Ccpens0j BPEeOHOCTU MU(EPEHINjAaTHOT PavyHa.
O6jacautu 360r uera je JlarpamkoBa Teopema mocienuna RomujeBe Teopeme. (7)

Teopema 6.11. Ha crpanm 229.
Bunetu npumendy HaKOH moka3a TeopeMe Ha cTpaHu 229.




I'pabeBuncku ¢akxynrer YHuBep3urera y beorpamy 1.4.2022.

3aBpmiau ucour 3 Maremaruke 1

IIpe3ume u mme: Bpoj nnnekca:

1. Kako ce medpunume npousBon ase marpuie’? (1)

Hedpumunnuja 2.18. va crpanm 60.

2. Jlepurucary mojaM MOTIPOCTOPA HATOT BEKTOPCKOTr mpoctopa V. Ako je V =R3[x] u ako cy martu
BeKTOpU vy = = — 1, vy = 2° 1 v3 = 2, ma au je L(vi,vse,v3) moTnpocTop mpocropa V? Ob6pasinokuTu
OTOBOP. (2)

Hedpuanmmja 2.26. va crpanu 71.
Ha. Jluneapuu omorau L(U) ckyna BekTtopa U c V yBek je morupoctop npoctopa V. ledpwuaunmja
2.28. Ha cTpaHM 72 1 KOMEHTap HAKOH INe(pUHUIN]eE.

3. dopmynucatu Teopemy O 6A3HOM MUHOPY. (1)

Teopema 2.15. Ha crpanu 84.

4. Popmynucaru KaHTOPOB IpMHINI YMETHYTHUX OICEYAKA. (1)

Teopema 4.15. ma crpanu 175.

5. Popmynucatu LBonnano - KomujeBy Teopemy o mebhyspennoctu. Kopucrtehu ce oBom Teopemom
IIOKa3aTu na jemHadwmHa /2x — 1+ 3arccosx = /2 uma 6ap jeaHO pelleme. (2)

Teopema 5.8. Ha ctpanu 203 u 3amaTak 5.12. HAKOH TeopeMe.

T

6. llepunucatu mojam usBoma ¢yurnuje f. Aro je f(x)=xze ™, ogpemutu no mepununnuju f'(x). (2)

Hedmuunuja 6.1. va crpann 114. IIpema oBoj medununujm noduja ce:

.
=e lim
h—0 h h—0 h

F(a) = i LD I@ g (b)) —ve ze’+he’ -2
h

h—0

-x7: e_h_l -h -
=e }LHI(I)x T te]=e (—z+1).




7. Paznuuutum concTBeHMM BpemHOCTHMA KBaApaTHE MaTpuie A oAaroBapajy JIMHEAPHO HEe3aBUCHU
concTBeHu BekTopu. lokazaTm. (7)

Teopema 2.28. Ha ctpanm 95.

8. Popmynanuja n nokas JlarpamxoBe TeopeMe O CpPenlmO0j BPEIHOCTU AU(PEPEHINjATHOT DAYYHA.
WNckazatm Oap jenny mocaenuiy Jlarpam:xoBe Teopeme. (7)

Teopema 6.8. Ha cTpanu 226.
Hexke onx 6pojuux nmocaenuiia cy Teopema 6.9. u mociaenuna 6.2. Ha crpanu 227.




I'pabeBuncku ¢akxynrer YHuBep3urera y beorpamy 23.2.2022.

3aBpmau ucour 3 Maremaruke 1

IIpe3ume u mme: Bpoj nnnekca:

1. Aro je A KBampaTHa MaTpUIA pena n, MePUHUCATHU [IOjaM WHBEP3HE MaTpuIie Marpuie A. (1)

Hedpumunnuja 2.20 va crpanu 64.

2. [lepumrnucaru nojaMm nmmHeapHOT oneparopa. latu npumep nuHeapHOr npeciankaBama L:Ma(R) - R
u onpenuTu HeroBo jearpo Ker(L). lla mau je Ker(L) < My(R)? O6pasiaokuT 0OaroBOp. (2)

Ker(L):{(CCL Z)|a+d:0}.

Ila. Jesrpo mmueapuor omeparopa L:V — W je morupoctop npoctopa V. ledpumuumnuja 2.32 Ha
cTpaHn 74 M KOMeHTap HAKOH Ne(pUHUIN]eE.

Hepurnnuja 2.31 Ha crpann 74.
Ha nmpumep L(A) =Tr(A)

3. dopmynucaru Kejnu - XaMuiaToHOBY Teopemy. (1)

Teopema 2.23 ma cTtpanu 92.

4. Ilepuuucaru nojam RomujeBor muza. Ila au je vHU3 z,, = Y/narctgn KommjeB? OOpazmoxutu. (2)

Hedpuunnmja 4.10 va crpanu 172.
Ila. Baxn
lim {/narctgn = m/2.
n—00
Kako je mpema KommujeBoM KpuTepujyMy KOHBEPIE€HIMje peajiaH HU3 KOHBEPreHTaH akKo W CaMo
arko je Romwujes (Teopema 4.13 ma crpanum 173), To je maru mu3 Komwujes.

5. [lepurncary nojaM Tauke NpeKUna, KA0 U BpcTe Opekuna. [latm npumep (yHKIUje TepUHUCAHE
Ha R Koja y Tauyku 1 = 1 ©Ma IPEKu  IpBe BPCTE, a Y TAYKA Iy = 2 Tpekun apyre spcre. Crunuparu

rpa¢ur onabpane (yHKIHje. (2)
Heduuunuje 5.20 um 5.21 nwa crpanu 200.

Ha mpumep

sgn(x—-1), x<2,

fle)=1 1
, x> 2.

-2

6. Popmynucatu PepMaoBy TeopeMmy. (1)

Teopema 6.6 Ha crpanm 224.




7. Jluneapuu onepatop L:V - V eyKIUACKOT BEKTOPCKOT IpocTOopa V je OpTOTOHAJaH aKO U CaMO
aKo 4yyBa CKaJapHu mpousBoa. Jlokasaru. (7)

Teopema 2.34 ma ctpanu 103.

8. Popmynucatu u nokaszatu TejnopoBy dpopmyiry ca ocratkoM y JlarpamkoBoMm obnuky. 360r dera
je JlarpamxkoBa TeopeMma O CpemmOj BPEIHOCTH CIIENUjaJiaH CIydaj oBe Teopeme? (7)

Teopema 6.14 ma crtpanu 236 m Hamomena 6.5 HakOH mOKa3a TeopeMe.




I'pabeBuncku ¢akxynrer YHuBep3urera y beorpamy 4.2.2022.

3aspmau uctnuT n3 Maremaruke 1 - pemema

IIpe3ume u mme: Bpoj nnnekca:

1. Ilepuuucatu nojam merepmMuHanTe. Ako je A kBamparTHa MaTpuia pena 5, 3a kojy je det(A) =3,
onpemutu det(54), det(24AT) u det(adjA). (2)

Crpana 46. Ile¢punuumuja 2.3.
e Karo je A pena 5, To je det(5A) = 5°det(A) = 3-5°.
e Kaxo je det(AB) = det(A)det(B) u det(A) = det(AT), o je det(24AT) =25.32,

e Kaxo je adj(A) = det(A)A™" u det(A™) = 10 je det(adjd) = GHAY - 31,

1
det(A)’

2. [lepmuaucary nojam 6a3e m OUMeH3Hje BEKTOPCKOT nmpocTopa. JlaTtm npumepe nBa peaJiHa BEKTOD-
cka mpocropa mumensuje 10. Jla mu cy orm nzomopduu? OO6pPa3nIoKUTH OATOBOD. (2)

Crpane 77 u 79. Hepununuje 2.35. u 2.36.
e IIpumepu: BexTopcku mpocTop ypebenmx meceropku R, mpoctop Mays(R) peamsHux maTpuna
Tuna 2 x 5, TpocTop Rg[z] peadHux mosmHOMa CTemeHa Mamer ox 10, uTm.
e /la. CBu KOHAYHO AMMEH3WOHU MPOCTOPU UCTE MUMEH3Uje Cy U30MODPQHU (Hocnemxma 2.3. "Ha
crpanu 81).

1.5. Popmynucatu Kponerep - KamenujeBy Teopemy. (1)

Crpana 87. Teopema 2.18.

4. Popmynucatu Boamnano - BajepmrpacoBy Teopemy 3a HHU30BE. (1)

Crpana 177. Teopema 4.19.

5. Hammcatu KommujeBy u XajHeoBy mneduHUIM]Y TPAHUYHE BPETHOCTU (YHKIHje. 3aMUCaATHA 3aTUM
lim e” = 0% ropucrehu obe nepurHUIjE. (2)

T——00

Crpane 186 un 187. Ie¢ununuje 5.8. u 5.12.
e (Ve>0)(FA>0)(VreR)(x < -A = e" <¢).

i (V!En)(”li_l}c}o Ty =—00 == lim " =0%).

n—oo

6. Popmynucartu JlarpamxoBy TeopeMy O cpenmoj BpenHoctu. [IpumenuTu teopemy Ha GyHKINI]Y
x ~ Inx Ha cermenty [l,e]. Hanpraru ciauky. (2)

Crpana 226. Teopema 6.8.
e Oyukmnuja f(x) =Inz Henperkuana je Ha [1,e] m mudepenmujadburna Ha (1,¢). [Ipema JlarpamxosBoj
Teopemu noctoju ce€ (1,e) 3a Koje je
Ine-Inl 1 1

— =f'(¢c) = — =~ = c=e-1.

e -1 c

Tanrenra y Tauku (e - 1,ln(e - 1) mapamnenna je ca ceuunoM Kpo3 taure (1,0) u (e, 1).




7. IlokazaTtu ma Cy COICTBEHE BPEOHOCTU CUMETPUYHOT JIMHEAPHOT omnepatopa L:V — V eyRIuIcKor
BEKTOPCKOT mpocTtopa V peasnu 6pojeBu. aycrpoBatu mpuMepoM. (7)

Crpana 105. Teopema 2.36.

8. Bonnano - BajepmTpacoBa Teopema o HenpekuaHO] GpyHKIUjU Ha onceuky. VMcka3 m nokas. (7)

Crpana 203. Teopema 5.9.




