
Gra�evinski fakultet Univerziteta u Beogradu 14.3.2026.

Zavrxni ispit iz Matematike 1

Prezime i ime: Broj indeksa:

1. Odrediti sve vektore v = [x
y
] koji zadovoǉavaju jednakost vTSv = vT v, ako je S = [sij] sime-

triqna matrica reda 2 data sa: sij = ∣i − j∣ + 1. Dati geometrijsku interpretaciju. (2)

vTSv = vT v ⇐⇒ [x y] [1 2
2 1
] [x

y
] = [x y] [x

y
] ⇐⇒ x2 + 4xy + y2 = x2 + y2 ⇐⇒ xy = 0 ⇐⇒ x = 0 ∨ y = 0.

Geometrijski, ovi vektori su u skupu L([1
0
]) ⋃ L([0

1
]), xto su vektori koordinatnih osa.

2. Definisati proizvod matrica. Ako je A = [aij] matrica tipa m× 3, data sa: aij = i− j, B = [bij]
matrica tipa 3×n, data sa: bij = i− j i C = AB, odrediti element c26 prema ovoj definiciji. (2)

Definicija 2.18 na strani 60.
Prema ovoj definiciji, za i = 2 i j = 6, dobija se:

c26 =
3

∑
k=1

a2kbk6 = a21b16 + a22b26 + a23b36 = 1 ⋅ (−5) + 0 ⋅ (−4) + (−1) ⋅ (−3) = −2.

3. Za kvadratnu matricu A ka�emo da je idempotentna ako va�i uslov A2 = A. Odrediti sve
idempotentne gorǌe trougaone matrice reda 2. (2)

Matrica A reda 2 je gorǌe trougaona ako je a21 = 0. Dobija se:

A2 = A ⇐⇒ [a b
0 c
] [a b

0 c
] = [a b

0 c
] ⇐⇒ [a

2 b(a + c)
0 c2

] = [a b
0 c
] ⇐⇒ a2 = a ∧ c2 = c ∧ b(a + c) = 0.

Rexavaǌem sistema dobijamo matrice: [0 0
0 0
] , [1 0

0 1
] , [0 b

0 1
] , [1 b

0 0
], gde je b ∈ R.

4. Formulisati Kroneker-Kapelijevu teoremu. (1)

Teorema 2.18 na strani 87.

5. Definisati pojmove baze i dimenzije vektorskog prostora. Ako je e = [e1, e2, e3] jedna baza
vektorskog prostora V = R3 i ako je A ∈M3(R) regularna matrica, xta se mo�e re�i o skupu
vektora [Ae1,Ae2,Ae3]? Obrazlo�iti odgovor. (2)

Definicije 2.35 i 2.36 na stranama 77 i 79.
Kako je A regularna matrica, f = [Ae1,Ae2,Ae3] je nova baza prostora V = R3. Za dokaz pogle-
dati poglavǉe ”Matrica prelaska sa baze na bazu”na strani 80.
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6. Napisati uslov paralelnosti za pravu l ∶ x−x0

a = y−y0
b = z−z0

c i ravan π∶ Ax + By + Cz + D = 0.
Zatim napisati jednaqinu prave l koja sadr�i taqku (1,1,1) i paralelna je sa ravni xOy.
Koji podskup u R3 formiraju sve prave koje zadovoǉavaju uslov zadatka? (2)

Uslov paralelnosti:
⟨N⃗π, l⃗⟩ = 0 ⇐⇒ Aa +Bb +Cc = 0.

Jednaqina ravni xOy je z = 0, pa gorǌi uslov glasi 0 ⋅ a + 0 ⋅ b + 1 ⋅ c = 0, te je c = 0, dok su a i b
proizvoǉni realni brojevi. Jednaqine ovih pravih u kanonskom obliku bi�e:

l∶ x − 1
a
= y − 1

b
= z − 1

0
, a, b ∈ R, (a, b) ≠ (0,0).

Sve prave koje zadovoǉavaju uslov zadatka oqigledno opisuju ravan z = 1.

7. Napisati po definiciji: lim
n→∞

e−n = 0. Zatim odrediti n0, ako je ε = 1/10. (2)

Definicija 4.5 na strani 160.

lim
n→∞

e−n = 0 ⇐⇒ (∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(n ≥ n0 Ô⇒ e−n < ε), e−n < 10−1 za n ≥ 3.

8. Definisati pojam neprekidnosti funkcije, taqke prekida i vrste prekida. Dati primer
funkcije definisane na R koja u taqki x1 = −1 ima otkloǌiv prekid prve vrste, a u taqki
x2 = 3 ima prekid druge vrste. Skicirati grafik odabrane funkcije. (2)

Definicija 5.18 na strani 197, i definicije 5.20 i 5.21 na strani 200. Kao primer
mo�emo uzeti funkciju

f(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

1, x ∈ (−∞,−1) ∪ (−1,3]
2, x = −1
1

x−3 , x ∈ (3,+∞).

9. Lagran�ova teorema o sredǌoj vrednosti. Iskaz, dokaz i geometrijska interpretacija. (3)

Teorema 6.8 na strani 226.

10. Pokazati po definiciji da je (cosx)′ = − sinx. (2)

Za funkciju f(x) = cosx bi�e:

f ′(x) = lim
h→0

cos(x + h) − cosx
h

= lim
h→0

−2 sin (2x+h2
) sin h

2

h
= − lim

h→0
sin(x + h

2
)
sin h

2
h
2

= − sinx.
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Gra�evinski fakultet Univerziteta u Beogradu 26.2.2026.

Zavrxni ispit iz Matematike 1

Prezime i ime: Broj indeksa:

1. Definisati pojam determinante. Ako je A ortogonalna matrica bilo kog reda, qemu je
jednaka det(A)? Obrazlo�iti odgovor. (2)

Definicija 2.3 na strani 46.

AAT = I Ô⇒ det(AAT ) = det(I) Ô⇒ det(A)det(AT ) = 1 Ô⇒ (det(A))2 = 1 Ô⇒ det(A) = 1 ∨ det(A) = −1.

2. Definisati rang matrice. Odrediti r(A) u zavisnosti od realnog parametra p, ako je
A = [aij] matrica formata 3 × 2, data sa: aij = p + i − j. Obrazlo�iti odgovor. (2)

Bilo koja od vixe ekvivalentnih definicija ranga, npr. definicija 2.39 na strani 84.
Nizom elementarnih transformacija dobija se:

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

p p − 1
p + 1 p
p + 2 p + 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼ ⋯ ∼

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0

0 1
0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ô⇒ r(A) = 2 za sve p ∈ R.

Pokazati da realna m × n matrica A = [aij] definixe linearan operator L∶Rn Ð→ Rm. Zatim
objasniti geometriju preslikavaǌa odre�enog matricom A = [aij]2×2, gde je aij = i − j. (3)

Za preslikavaǌe L∶Rn Ð→ Rm definisano sa L(X) = AX oqigledno va�i:

L(X + Y ) = A(X + Y ) = AX +AY = L(X) +L(Y ) i L(λX) = A(λX) = λAX = λL(X), pa je L linearno.

Primetimo da za datu matricu A = [0 −1
1 0

] va�i A = [cos
π
2 − sin π

2
sin π

2 cos π
2

] , pa je u pitaǌu rotacija

ravni za π/2.

4. Formulisati Kejli-Hamiltonovu teoremu. (1)

Teorema 2.23 na strani 92.

5. Definisati pojam euklidskog vektorskog prostora. Ilustrovati primerom. (2)

Definicija 2.48 na strani 96.
Primer: V = Rn, sa standardnim skalarnim proizvodom.
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6. Odrediti realni parametar a tako da se ravni π1∶ x − y = 1, π2∶ y − z = −1 i π3∶ x − z = a, seku po
pravoj l. Napisati jednaqinu dobijene prave l u kanonskom obliku. (2)

Rexavaǌem sistema linearnih jednaqina dobija se:

[A ∣A] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 0 1
0 1 −1 −1
1 0 −1 a

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼ ⋯ ∼

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 0 1

0 1 −1 −1
0 0 0 a

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ô⇒ r(A) = r(A) = 2 ⇐⇒ a = 0.

Za a = 0 jednaqina prave l ∶ x − y = 1, y − z = −1 u kanonskom obliku bi�e:

l∶ x − 1
1
= y

1
= z − 1

1
.

7. Formulisati teoremu o dva policajca za nizove. Zatim na�i lim
n→∞

cos en√
n

. (1)

Teorema 4.6 na strani 163. Kako je −1 ≤ cos en ≤ 1, bi�e:

− 1√
n
≤ cos en√

n
≤ 1√

n
,

pa je prema navedenoj teoremi tra�eni limes jednak nuli.

8. Definisati pojmove neprekidnosti i diferencijabilnosti funkcije u taqki x0. Zatim dati
primer funkcije koja je neprekidna, ali nije diferencijabilna u taqki x0 = −1. (2)

Definicije 5.18 na strani 197 i 6.1 na srani 214. Kao primer mo�emo uzeti funkciju

f(x) = ∣x + 1∣ .

9. Sopstvene vrednosti simetriqnog linearnog operatora (simetriqne matrice) su realni
brojevi. Dokazati. (3)

Teorema 2.36 na strani 105.

10. Pokazati da je skup simetriqnih kvadratnih matrica reda n vektorski prostor (potpro-
stor vektorskog prostora Mn(R)). Da li isto va�i za skup svih regularnih matrica reda n?
Obrazlo�iti odgovor. (2)

Matrica A ∈Mn(R) je simetriqna ako je AT = A. Oznaqimo skup simetriqnih matrica reda
n sa S. Neka su A,B ∈ S i neka je λ ∈ R. Tada:

(A +B)T = AT +BT = A +B Ô⇒ A +B ∈ S, (λA)T = λAT = λA Ô⇒ λA ∈ S,

pa je S potprostor vektorskog prostora V =Mn(R), te je i sam vektorski prostor. Daǉe, kako
zbir dve regularne matrice ne mora biti regularna matrica, drugi skup nema strukturu
vektorskog prostora.

ii



Gra�evinski fakultet Univerziteta u Beogradu 11.10.2025.

Zavrxni ispit iz Matematike 1

Prezime i ime: Broj indeksa:

1. Definisati rang matrice. Odrediti r(A), ako je A = [aij] kvadratna matrica reda 3, data
sa: aij = i + j. (2)

Bilo koja od vixe definicija ranga, npr. definicija 2.39 na strani 84.
Nizom elementarnih transformacija dobija se:

A =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 3 4
3 4 5
4 5 6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼ ⋯ ∼

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 3 4
0 1 2
0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∼ ⋯ ∼

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 0
0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ô⇒ r(A) = 2.

2. Definisati pojam jezgra linearnog operatora. Odrediti zatim jezgro operatora datog
matricom A iz prvog pitaǌa. (2)

Definicija 2.32 na strani 74.

L(v) = 0 ⇐⇒
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 3 4
3 4 5
4 5 6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1
x2
x3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ô⇒

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1
x2
x3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α
−2α
α

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, α ∈ R Ô⇒ Ker(L) = L(v), v =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
−2
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

3. Definisati pojam baze vektorskog prostora V . Dati primer dve razliqite baze vektorskog
prostora V = R1[x]. (2)

Definicija 2.35 na strani 75.
Na primer,

e = [1, x], f = [1 + x,2 + x].

4. Definisati sopstvene vektore i sopstvene vektore matrice. Odrediti zatim zbir i proi-
zvod sopstvenih vrednosti kvadratne matrice A = [aij] reda 2 date sa: aij = i − j. (2)

Definicija 2.44 na strani 91.

A = [0 −1
1 0

] , λ1 + λ2 = Tr(A) = 0, λ1 ⋅ λ2 = det(A) = 1.

5. Definisati skalarni proizvod u euklidskom vektorskom prostoru V i dati jedan primer
po izboru. (2)

Definicija 2.48 na strani 96.
Primer - u bilo kom EVP V , sa bazom e, jedan skalarni proizvod dat je sa:

⟨u, v⟩ = uTe ve, u, v ∈ V.

i



6. Definisati Koxijev niz. Iskazati jedno tvr�eǌe (po izboru) o Koxijevim nizovima. (2)

Definicija 4.10 na strani 172 i iskaz neka od teorema nakon ove definicije.

7. Napisati po definiciji: lim
n→∞

lnn = +∞. (1)

Definicija 4.5 na strani 160.

(∀E > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(n ≥ n0 Ô⇒ lnn > E).

8. Definisati pojam diferencijabilnosti funkcije u taqki x0 i dati geometrijsku inter-
pretaciju. Zatim odrediti jednaqinu tangente na krivu f(x) = tgx, ako je x0 = π/4. (2)

Definicija 6.1 na strani 214 i objaxǌeǌe slike na istoj strani.

t ∶ y − 1 = 2(x − π/4).

9. Svaki konvergentan niz je ograniqen. Dokazati. (3)

Teorema 4.2 na strani 160.

10. Neka je L ∶ R3 → R2 linearan operator. Na�i L(0,−1,5), ako je L(1,0,0) =, L(0,1,0) = (0,−1) i
L(0,0,1) = (3,3). (2)

Zadatak 84 na strani 110. Koristimo definiciju linearnog preslikavaǌa:

L(0,−1,5) = L[0 ⋅ (1,0,0) − 1 ⋅ (0,1,0) + 5 ⋅ (0,0,1)] = 0 ⋅L(1,0,0) − 1 ⋅L(0,1,0) + 5 ⋅L(0,0,1)

= 0 ⋅ (2,1) − 1 ⋅ (0,−1) + 5 ⋅ (3,3) = (0,0) + (0,1) + (15,15) = (15,16).

ii



Gra�evinski fakultet Univerziteta u Beogradu 26.7.2025.

Zavrxni ispit iz Matematike 1

Prezime i ime: Broj indeksa:

1. Definisati pojam determinante. Odrediti det(5A), ako je A = [aij] matrica reda 3, data sa:
aij = 2, i ≠ j i aij = 0, i = j. (2)

Definicija 2.3 na strani 46.

A =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 2 2
2 0 2
2 2 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, det(A) = 16 Ô⇒ det(5A) = 53 ⋅ det(A) = 2000.

2. Date su kvadratne matrice A i B. Definisati pojmove: A ∼ B i A ≈ B. Da li su ekvivalentne
matrice istovremeno i sliqne? Obrazlo�iti odgovor. (2)

Definicije 2.24 na strani 66 i 2.38 na strani 83.
Ekvivalentne kvadratne matrice ne moraju biti i sliqne. Na primer matrice

A = [
1 0
0 0
] , B = [

0 0
1 0
]

su oqigledno ekvivalentne, ali nisu sliqne, jer je, na primer, φA(λ) = λ
2
− λ ≠ φB(λ) = λ

2.

3. Definisati pojam linearne zavisnosti i linearne nezavisnosti vektora v1, v2, v3 i v4
u realnom vektorskom prostoru V . Dati primer dva linearno zavisna vektora u realnom
vektorskom prostoru V =M32(R). (2)

Definicija 2.33 na strani 75.
Na primer,

v1 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0
2 1
1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, v2 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

3 0
6 3
3 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

. Oqigledno 3v1 − v2 = 0.

4. Definisati pojmove sopstvenih vrednosti i sopstvenih vektora kvadratne matrice. Zatim
odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore nula matrice reda 2.

Definicija 2.44 na strani 91. Sopstvene vrednosti nula matrice reda 2 su λ1 = λ2 = 0, dok
su odgovaraju�i sopstveni vektori

X1 = [
1
0
] , X2 = [

0
1
] .

5. Definisati pojam vektorskog proizvoda u euklidskom vektorskom prostoru V = R3. (2)

Definicija 3.10 na strani 122.
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6. Napisati po definiciji limn→∞ an = −1. (1)

Definicija 4.3 na strani 159.

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(n ≥ n0 Ô⇒ ∣an + 1∣ < ε).

7. Za funkciju f ∶ I → R definisati pojmove: 1) f je ograniqena na I; 2) f je monotono opadaju�a
na I; 3) f ima lokalni maksimum u taqki x0 ∈ I. (2)

Definicije 5.2 i 5.3 na strani 184 i definicija 6.4 na strani 223.

8. Definisati pojmove neprekidnosti i diferencijabilnosti funkcije u taqki x0. Da li
funkcija f , neprekidna u x0 = 3, mora biti i diferencijabilna u toj taqki? Obrazlo�iti
odgovor. (2)

Definicija 5.17 na strani 197 i definicija 6.1 na strani 214.

Ne. Mo�emo kao kontraprimer uzeti funkciju f(x) = ∣x − 3∣.

9. Formulisati i dokazati nejednakost Koxi-Xvarc-Buǌakovskog. (3)

Teorema 2.30 na strani 97.

10. Odrediti uslov pod kojim za matrice A,B ∈Mn(R) va�i (A +B)2 = A2
+ 2AB +B2. (2)

Zadatak 30 na strani 107. Matrice moraju biti komutativne, budu�i da:

(A +B)2 = A2
+ 2AB +B2

⇐⇒ (A +B)(A +B) = A2
+ 2AB +B2

⇐⇒ A2
+AB +BA +B2

= A2
+AB +AB +B2

⇐⇒ AB = BA.

ii



Gra�evinski fakultet Univerziteta u Beogradu 18.7.2024.

Zavrxni ispit iz Matematike 1

Prezime i ime: Broj indeksa:

1. Definisati pojam determinante. Odrediti det(2A) ako je A = [aij] matrica reda 4, data sa:
aij = 1, i ≠ j i aij = −1, i = j. (2)

Definicija 2.3 na strani 46.

A =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, det(A) = −16 Ô⇒ det(2A) = −16 ⋅ 24 = −256.

2. Kada je matrica ortogonalna? Ilustrovati primerom. (2)

Definicija 2.54 na strani 102.

Najjednostavnija ortogonalna matrica je jediniqna matrica reda n.

3. Definisati pojam potprostora vektorskog prostora. Dati jedan primer netrivijalnog
potprostora vektorskog prostora kvadratnih matrica reda n. (2)

Definicija 2.26 na strani 71.

Na primer potprostor simetriqnih matrica n-tog reda.

4. Formulisati Kroneker-Kapelijevu teoremu. Dati primer sistema 2 × 3 koji nije saglasan
prema uslovima iskazane teoreme. (2)

Teorema 2.18 na strani 87. Za sistem linearnih jednaqina

x + y + z = 0

x + y + z = 1,

va�i r(A) = 1 ≠ r(A) = 2, pa nije saglasan.

5. Napisati po definiciji: lim n
√
n = 1. (1)

Definicija 4.3 na strani 159.

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(n ⩾ n0 Ô⇒ ∣
n
√
n − 1∣ < ε.

i



6. Dati primer funkcije definisane na R koja ima otkloǌiv prekid u taqki x1 = 0, a u taqki
x2 =

π
2 nije diferencijabilna, ali jeste neprekidna. Skicirati grafik odabrane funkcije. (2)

Biramo xto jednostavniju funkciju qija je oblast definisanosti R, tako da zadovoǉava
tra�ene uslove. Jedna takva funkcija je, na primer

f(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1, x < 0,

0, x = 0,

∣ cosx∣, x > 0.

7. Za funkciju f ∶ I → R definisati pojmove: 1) f je neprekidna na I; 2) f je monotono rastu�a
na I; 3) f ima lokalni minimum u taqki x0 ∈ I. (2)

Definicije 5.17, 5.3 i 6.4 na stranama 197, 184 i 223.

8. Formulisati Lagran�ovu teoremu. (1)

Teorema 6.8 na strani 226.

9. Razliqitim sopstvenim vrednostima matrice odgovaraju linearno nezavisni sopstveni
vektori. Dokazati. (3)

Teorema 2.28 na strani 95.

10. Tejlorova formula. Iskaz i dokaz. (3)

Teorema 6.14 na strani 236.
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Gra�evinski fakultet Univerziteta u Beogradu 25.2.2024.

Zavrxni ispit iz Matematike 1

Prezime i ime: Broj indeksa:

1. Definisati pojam determinante. Odrediti det(2024A) ako je A = [aij] matrica reda 3, data
sa: aij = 4, i ≠ j i aij = 0, i = j. (2)

Definicija 2.3 na strani 46.

A =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 4 4
4 0 4
4 4 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, det(A) = 128 Ô⇒ det(2024A) = 128 ⋅ 20243.

2. Date su kvadratne matrice A i B. Definisati pojmove: A ∼ B i A ≈ B. Da li su ekvivalentne
matrice istovremeno i sliqne? Obrazlo�iti odgovor. (2)

Definicije 2.24 na strani 66 i 2.38 na strani 83.
Ekvivalentne kvadratne matrice ne moraju biti i sliqne. Na primer matrice

A = [
1 0
0 0
] , B = [

0 0
1 0
]

su oqigledno ekvivalentne, ali nisu sliqne, jer je na primer φA(λ) = λ
2
− λ ≠ φB(λ) = λ

2.

3. Definisati pojam linearnog operatora i dati jedan primer operatora L∶R2
→ R3. Zatim

za odabrani operator L odrediti L(u), gde je u = [
1
1
]. (2)

Definicija 2.31 na strani 74.
Svaka matrica A ∈ M32(R) odre�uje jedno linearno preslikavaǌe L∶R2

→ R3. Na primer,

matricom A =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0
2 1
1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, dato je linearno preslikavǌe L([
x
y
]) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x
2x + y

x

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, te je L(u) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
3
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

4. Definisati pojmove sopstvenih vrednosti i sopstvenih vektora kvadratne matrice. Zatim
odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore jediniqne matrice reda 4. (2)

Definicija 2.44 na strani 91. Sopstvene vrednosti jediniqne matrice reda 4 oqigledno
su λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = 1, dok su odgovaraju�i sopstveni vektori

X1 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
0
0
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, X2 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0
1
0
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, X3 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0
0
1
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, X4 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0
0
0
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

5. Definisati pojam podniza i pojam taqke nagomilavaǌa niza realnih brojeva. (1)

Definicije 4.12 i 4.13 na strani 176.

i



6. Dati primer funkcije definisane na R koja ima otkloǌiv prekid u taqki x1 = 0, a u
prevojnoj taqki x2 = 1 ima lokalni minimum. Skicirati grafik odabrane funkcije. (2)

Biramo xto jednostavniju funkciju qija je oblast definisanosti R, tako da zadovoǉava
tra�ene uslove. Jedna takva funkcija je, na primer

f(x) =

⎧
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎩

∣x2 − 1∣, x ≠ 0,

0, x = 0.

7. Za funkciju f ∶ I → R definisati pojmove: 1) f je ograniqena na I; 2) f je monotono opadaju�a
na I; 3) f ima lokalni maksimum u taqki x0 ∈ I. (2)

Definicije 5.2 i 5.3 na strani 184 i definicija 6.4 na strani 223.

8. Formulisati Fermaovu teoremu. (1)

Teorema 6.6 na strani 224.

9. Formulisati i dokazati Kejli-Hamiltonovu teoremu. (3)

Teorema 2.23 na strani 92.

10. Neka su f i g neprekidne funkcije na odseqku [a, b] za koje va�i f(a) < g(a) i f(b) > g(b).
Pokazati da onda postoji taqka ζ ∈ (a, b) za koju je f(ζ) = g(ζ). (3)

Videti zadatak 60 na strani 211.

Uputstvo: Primeniti teoremu o nulama neprekidne funkcije na odseqku (Teorema 5.7 na
strani 202) na funkciju h(x) = f(x) − g(x).

ii



Gra�evinski fakultet Univerziteta u Beogradu 7.2.2024.

Zavrxni ispit iz Matematike 1

Prezime i ime: Broj indeksa:

1. Definisati inverznu matricu. Odrediti inverznu matricu matrice A = [aij] reda 3, date
sa: aij = 4, i ≥ j i aij = 0, i < j. (2)

Definicija 2.20 na strani 64.

A =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

4 0 0
4 4 0
4 4 4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, A−1 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1/4 0 0
−1/4 1/4 0
0 −1/4 1/4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

2. Definisati pojam baze i dimenzije vektorskog prostora. Dati primer realnog vektorskog
prostora dimenzije 2024 razliqitog od R2024. Da li su ovi prostori izomorfni? (2)

Definicije 2.35 na strani 77 i 2.36 na strani 79.
Vektorski prostor realnih matrica dimenzije 4× 506, ili neki drugi prostor po izboru.
Prostori su izomorfni budu�i da imaju istu (konaqnu) dimenziju (Posledica 2.3 na
strani 81).

3. Definisati pojam euklidskog vektorskog prostora i dati jedan primer. (1)

Definicija 2.48 na strani 96.
Na primer vektorski prostor R3 sa standardnim skalarnim proizvodom

⟨u, v⟩ = uT ⋅ v = u1v1 + u2v2 + u3v3.

4. Formulisati teoremu Koxi-Xvarc-Buǌakovskog i potvrditi ǌeno va�eǌe izborom dva
vektora u, v ∈ R5 (sa standardnim skalarnim proizvodom u R5). (2)

Teorema 2.30 na strani 97. Odaberimo dva vektora u R5, npr.

u =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
2
0
−2
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, v =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0
1
2
2
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

. Za ovaj izbor imamo, ∣⟨u, v⟩∣ = ∣ − 2∣ = 2 < ∣∣u∣∣ ⋅ ∣∣v∣∣ =
√
⟨u,u⟩

√
⟨v, v⟩ =

√
9 ⋅
√
9 = 9.

5. Definisati limes niza, a zatim napisati po definiciji lim
n→∞

2n = +∞. (2)

Definicije 4.3 na strani 159 i 4.5 na strani 160.

i



6. Dati primer parne funkcije definisane na R koja ima prekid prve vrste u taqki x1 = 1,
prekid druge vrste u taqki x2 = 2 i nema izvod u taqki lokalnog minimuma x3 = 3. Skicirati
grafik odabrane funkcije. (2)

Sliqni primeri ra�eni su na predavaǌima. Biramo xto prostiju funkciju, pri qemu
pazimo na parnost, koja zadovoǉava tra�ene uslove. Na primer,

f(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2, ∣x∣ ≤ 1,
1

2 − ∣x∣
, 1 < ∣x∣ < 2,

∣3 − ∣x∣∣, ∣x∣ ≥ 2.

7. Definisati izvod funkcije. Zatim odrediti po definiciji izvod funkcije f(x) = 1/x. (2)

Definicija 6.1 na strani 214. Prema definiciji

f ′(x) = lim
h→0

f(x + h) − f(x)

h
= lim

h→0

1
x+h −

1
x

h
= − lim

h→0

1

x(x + h)
= −

1

x2
.

8. Formulisati Rolovu teoremu. (1)

Teorema 6.7 na strani 225.

9. Formulisati teoremu o ortogonalnim operatorima (bez dokaza), a zatim pokazati da svaki
ortogonalan operator L ∶ V → V quva intenzitet vektora, tj. ∣∣L(x)∣∣ = ∣∣x∣∣, za sve x ∈ V . (3)

Teorema 2.34 na strani 103.
Prema iskazu teoreme, za sve x ∈ V va�i

⟨x,x⟩ = ⟨L(x), L(x)⟩, odakle je ∣∣x∣∣ =
√
⟨x,x⟩ =

√
⟨L(x), L(x)⟩ = ∣∣L(x)∣∣.

10. Formulisati i dokazati Koxijevu teoremu o sredǌoj vrednosti. (3)

Teorema 6.11 na strani 229.

ii



Gra�evinski fakultet Univerziteta u Beogradu 5.9.2023.

Zavrxni ispit iz Matematike 1

Prezime i ime: Broj indeksa:

1. Definisati pojam determinante. Zatim izraqunati po definiciji D = ∣
cosx sinx
− sinx cosx

∣. (2)

Definicija 2.3. na strani 46. Prema ovoj definiciji bi�e:

D = ∣
2 1
3 4
∣ = (−1)N(1,2) cosx ⋅ cosx + (−1)N(2,1)(− sinx) ⋅ sinx = cos2 x + sin2 x = 1.

2. Formulisati Kroneker - Kapelijevu teoremu. Dati primer sistema linearnih jednaqina
3 × 2 (tri jednaqine sa dve nepoznate) koji nije saglasan. (2)

Teorema 2.18. na strani 87. Jedan sistem koji zadovoǉava tra�ene uslove je na primer

x + y = 0,
x + y = 1,
x + y = 2.

Ovde je r(A) = 1 ≠ r(A) = 2.

3. Definisati sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice. Odrediti zatim sopstvene
vektore jediniqne matrice reda 2. (2)

Definicija 2.44. na strani 91.
Sopstvenim vrednostima λ1 = λ2 = 1 odgovaraju sopstveni vektori: [1

0
] i [0

1
].

4. Napisati po definiciji lim
n→∞

n
√
n = 1 i lim

n→∞
lnn = +∞. (2)

Definicije 4.3 i 4.5 na stranama 159 i 160;

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(n ≥ n0 Ô⇒ ∣
n
√
n − 1∣ < ε).

(∀E > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(n ≥ n0 Ô⇒ ∣ lnn∣ > E).

5. Formulisati Bolcano - Vajerxtrasovu teoremu. Ilustrovati primerom. (2)

Teorema 5.9. na strani 203. Kao primer mo�emo uzeti bilo koju neprekidnu funkciju
definisanu na nekom odseqku i obrazlo�iti kojim konstantama je ograniqena, kao i gde
dosti�e najve�u, a gde najmaǌu vrednost.

6. Definisati taqku lokalnog maksimuma funkcije. Da li stacionarna taqka funkcije mora
biti taqka lokalnog ekstremuma? Obrazlo�iti odgovor. (2)

Definicija 6.4. na strani 223. Ne. Na primer x0 = 0 je stacionarna taqka funkcije x↦ x3,
ali nije taqka lokalnog ekstremuma.

i



7. Dokazati da u euklidskom vektorskom prostoru svaki skup me�usobno ortogonalnih vektora
koji ne sadr�i nula vektor mora biti linearno nezavisan. (6)

Teorema 2.32. na strani 99.

8. Formulisati i dokazati teoremu o neprekidnosti inverzne funkcije. (7)

Teorema 5.11. na strani 204.

ii



Gra�evinski fakultet Univerziteta u Beogradu 23.3.2023.

Zavrxni ispit iz Matematike 1

Prezime i ime: Broj indeksa:

1. Definisati pojam ograniqenog skupa. Navesti primere pravih podskupova A,B ⊂ Q, tako
da podskup A bude ograniqen, a podskup B neograniqen. (2)

Definicija 1.7 na strani 8. Na primer:

A = {x ∈ Q ∣ x2 < 2}, B = Z.

2. Definisati pojam determinante. Zatim izraqunati po definiciji D = ∣
2 1
3 4
∣. (2)

Definicija 2.3. na strani 46. Prema ovoj definiciji bi�e:

D = ∣
2 1
3 4
∣ = (−1)N(1,2)2 ⋅ 4 + (−1)N(2,1)1 ⋅ 3 = 2 ⋅ 4 − 1 ⋅ 3 = 5.

3. Definisati jezgro i sliku linearnog operatora. Pokazati da je preslikavaǌe L∶R3 → R2

definisano sa L(v) = Av, gde je A = [
2 1 3
0 1 1

], linearno, odrediti slike standardnih baznih

vektora i ǌegovo jezgro. Nacrtati odgovaraju�u sliku. (4)

Definicija 2.32. na strani 74. Kako je: A(u+ v) = Au+Av i A(λu) = λA(u), za sve u, v ∈ R2 i za

sve λ ∈ R, dato preslikavaǌe je linearno. Slike baznih vektora e1 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
0
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, e2 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0
1
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

i e3 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0
0
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

su

kolone matrice A; Ae1 = [
2
0
], Ae2 = [

1
1
] i Ae3 = [

3
2
]. Daǉe, A

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x
y
z

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0
0
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⇐⇒ 2x+ y + 3z = 0, y + z = 0, pa

Ker(L) =

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

α
α
−α

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

∣ α ∈ R
⎫⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎭

. Geometrijski, to su svi vektori koji le�e na pravoj
x

1
=
y

1
=

z

−1
.

4. Definisati pojam vektorskog proizvoda i dati geometrijsku interpretaciju. (2)

Definicija 3.10. na strani 122 i komentar nakon definicije.

5. Formulisati Xtolcovu teoremu. Primenom ove teoreme odrediti lim
n→∞

lnn
n . (2)

Teorema 4.9. na strani 169. Kako je niz yn = n oqigledno strogo rastu�i i te�i ka +∞,
to je tra�ena graniqna vrednost jednaka:

lim
n→∞

lnn

n
= lim

n→∞

ln(n + 1) − lnn

n + 1 − n
= lim

n→∞
ln

n + 1

n
= ln 1 = 0.

.

i



6. Formulisati Bolcano - Vajerxtrasovu teoremu za funkcije. Proveriti da li funkcija
f(x) =

√
3x + 1 + arcsinx dosti�e minimum na segmentu [0,1] i obrazlo�iti odgovor. (3)

Teorema 5.9. na strani 203. Data funkcija definisana je na segmentu [−1/3,1] ⊃ [0,1] i
zadovoǉava uslove Bolcano - Vajerxtrasove teoreme na [0,1], te dosti�e minimum na datom
segmentu.

7. Formulisati teoremu o odnosu neprekidnosti i diferencijabilnosti funkcije u taqki.
Primeniti teoremu na funkciju f(x) = sgn ∣x + 2∣ u taqki x0 = −2. (3)

Teorema 6.2. na strani 218.
Kako funkcija f(x) = sgnx ima prekid (prve vrste) u taqki x0 = −2, to prema navedenoj teoremi
ona ne mo�e imati izvod u toj taqki.

8. Definisati pojam izvoda funkcije u taqki. Odrediti zatim po definiciji izvod funkcije
f(x) = x2 − x u taqki x0 = −1. (2)

Definicija 6.1. na strani 214.

f ′(−1) = lim
h→0

f(−1 + h) − f(−1)

h
= lim

h→0

1 − 2h + h2 + 1 − h − 2

h
= lim

h→0

h(h − 3)

h
= −3.

9. U vektorskom prostoru svaki vektor na jedinstven naqin se predstavǉa kao linearna
kombinacija baznih vektora. Dokazati. (5)

Teorema 2.11. na strani 78.

10. Koxijeva definicija limesa ekvivalentna je Hajneovoj definiciji. Dokazati. (5)

Teorema 5.1. na strani 187.

ii



Gra�evinski fakultet Univerziteta u Beogradu 24.2.2023.

Zavrxni ispit iz Matematike 1

Prezime i ime: Broj indeksa:

1. Pojam i egzistencija inverzne funkcije. Kada va�e slede�e jednakosti: arccos(cosx) = x,
cos(arccosx) = x, arctg(tgx) = x i tg(arctgx) = x? (2)

Videti teoremu 1.1 na strani 9. i jednakosti (1.24), (1.25), (1.28) i (1.29) na stranama 28 i
29. Va�i:

arccos(cosx) = x ⇐⇒ x ∈ [0, π], cos(arccosx) = x ⇐⇒ x ∈ [−1,1],

arctg(tgx) = x ⇐⇒ x ∈ (−π/2, π/2), tg(arctgx) = x ⇐⇒ x ∈ R.

2. Formulisati Kramerovu teoremu. Da li postoji sistem linearnih jednaqina 2× 2 kod koga
D =D1 =D2 = 0 i koji nije saglasan? Obrazlo�iti odgovor. (2)

Teorema 2.5. na strani 55. Da. Sistem koji zadovoǉava tra�ene uslove je, na primer

x + y = 0,
x + y = 1.

Navedeni sistem oqigledno nema rexeǌa i va�i D =D1 =D2 = 0.

3. Definisati jezgro i sliku linearnog operatora. Pokazati da je preslikavaǌe L∶R3
→ R2

definisano sa L(v) = Av, gde je A = [
2 1 3
0 1 1

], linearno, odrediti slike standardnih baznih

vektora i ǌegovo jezgro. Nacrtati odgovaraju�u sliku. (4)

Definicija 2.32. na strani 74. Kako je: A(u+ v) = Au+Av i A(λu) = λA(u), za sve u, v ∈ R3 i za

sve λ ∈ R, dato preslikavaǌe je linearno. Slike baznih vektora e1 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
0
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, e2 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0
1
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

i e3 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0
0
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

su

kolone matrice A; Ae1 = [
2
0
], Ae2 = [

1
1
] i Ae3 = [

3
2
]. Daǉe, A

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

x
y
z

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0
0
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⇐⇒ 2x+ y + 3z = 0, y + z = 0, pa

Ker(L) =

⎧
⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪
⎩

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

α
α
−α

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

∣ α ∈ R
⎫
⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪
⎭

. Geometrijski, to su svi vektori koji le�e na pravoj
x

1
=

y

1
=

z

−1
.

4. Napisati jednaqinu uslova pod kojim dve prave odre�uju ravan. U kom su odnosu prava
p ∶ 2x − y + 4 = 0, x − y − z + 3 = 0 i ravan α ∶ x + 2y − z = 3? (2)

Neka su date prave p i q sa vektorima pravaca p⃗, q⃗ i taqkama P ∈ p i Q ∈ q. Ove prave
odre�uju ravan ako su paralelne ili se seku, odnosno ako su vektori p⃗, q⃗ i

Ð→

PQ komplanarni.
Tra�eni uslov je: [p⃗, q⃗,

Ð→

PQ] = 0.
U datom primeru je p⃗ = n⃗α = (1,2,−1) pa je p ⊥ α. Taqka prodora je taqka T (−1,2,0).

5. Definisati limes niza, a zatim na�i lim
n→∞

np i lim
n→∞

pn u zavisnosti od parametra p ∈ R. (2)

Definicija 4.3 na strani 159 i poglavǉe ”Neki va�niji limesi”na strani 164. Tra�ene
graniqne vrednosti jednake su:

lim
n→∞

np
=

⎧
⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎩

0, p < 0,

1, p = 0,

+∞, p > 0,

lim
n→∞

pn =

⎧
⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎩

0, ∣p∣ < 1,

1, p = 1,

+∞, p > 1,

dok lim
n→∞

pn ne postoji za p ≤ −1.

.

i



6. Formulisati Koxijevu i Hajneovu definiciju neprekidnosti funkcije. Da li se funkcija
f(x) = 1−cos 2x

x2 mo�e dodefinisati do neprekidne funkcije na R? (3)

Definicija 5.18 na strani 197. Data funkcija mo�e se dodefinisati do neprekidne, jer
je lim

x→0

1−cos 2x
x2 = 2, te je

f(x) =

⎧
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎩

1−cos 2x
x2 , x ≠ 0

2, x = 0

neprekidna na skupu realnih brojeva.

7. Formulisati teoremu o odnosu neprekidnosti i diferencijabilnosti funkcije u taqki.
Primeniti teoremu na funkciju f(x) = sgnx u taqki x0 = 0. (3)

Teorema 6.2 na strani 218.
Kako funkcija f(x) = sgnx ima prekid (prve vrste) u nuli, to prema navedenoj teoremi ona
ne mo�e imati izvod u toj taqki.

8. Formulisati Rolovu teoremu. Da li se ova teorema mo�e primeniti na funkciju f(x) = sinx?
Ukoliko je odgovor potvrdan, navesti odgovaraju�i odseqak. (2)

Teorema 6.7 na strani 225.
Da, mo�e se primeniti na svakom odseqku [a, b] na kome je sina = sin b, na primer na odseqku
[0, π].

9. Dokazati da sliqne matrice imaju isti karakteristiqni polinom. Da li va�i obratno?
Obrazlo�iti odgovor navo�eǌem odgovaraju�eg tvr�eǌa ili kontraprimerom. (6)

Teorema 2.24. na strani 93.
Obratno ne va�i. Na primer matrice

A = [
0 0
0 0
] i B = [

0 1
0 0
]

imaju isti karakteristiqni polinom φA(λ) = φB(λ) = λ
2, ali nisu sliqne.

10. Formulisati i dokazati Koxijevu teoremu o sredǌoj vrednosti. (4)

Teorema 6.11. na strani 229.

ii



Gra�evinski fakultet Univerziteta u Beogradu 9.2.2023.

Zavrxni ispit iz Matematike 1

Prezime i ime: Broj indeksa:

1. Definisati pojam funkcije, surjekcije i injekcije. Dati primer funkcije f ∶R → R koja je
surjektivna i nije injektivna. (2)

Definicije 1.9 i 1.10 na strani 9. Kao primer mo�e se uzeti funkcija

f(x) =

⎧
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎩

x + 1, x ≤ 0

x2 − 1, x > 0.

2. Formulisati Kroneker - Kapelijevu teoremu. Dati primer sistema linearnih jednaqina
2 × 3 (dve jednaqine sa tri nepoznate) koji nije saglasan. (2)

Teorema 2.18. na strani 87. Jedan sistem koji zadovoǉava tra�ene uslove je na primer

x + y + z = 0,
x + y + z = 1.

Ovde je r(A) = 1 ≠ r(A) = 2.

3. Definisati linearan operator. Zatim pokazati da je preslikavaǌe L∶R2
→ R2 definisano

sa L(v) = Av, gde je A = [
2 1
8 4
], linearno i odrediti ǌegovo jezgro. Nacrtati sliku. (2)

Definicija 2.31. na strani 74. Prema osobinama matriqnog mno�eǌa i sabiraǌa va�i:
A(u + v) = Au + Av i A(λu) = λA(u), za sve u, v ∈ R2 i za sve λ ∈ R, pa je dato preslikavaǌe
linearno. Vektor v = [x y]

T pripada jezgru akko je Av = 0, odnosno 2x + y = 0. Odavde je

Ker(L) = {[
x
−2x
] ∣ x ∈ R} . Geometrijski, to su svi vektori koji le�e na pravoj y = −2x.

4. Napisati po definiciji lim
n→∞

an = 7. Zatim dati primer niza qiji je limes jednak 7 i koji
nije monoton. (2)

Definicija 4.3 na strani 159; (∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(n ≥ n0 Ô⇒ ∣an − 7∣ < ε).

Kao primer mo�emo uzeti niz an = 7 +
(−1)n

n
.

5. Formulisati Fermaovu teoremu. Ilustrovati primerom. (2)

Teorema 6.6. na strani 224. Na primer funkcija f(x) = 1−x2 ima lokalni maksimum u taqki
c = 0 i diferencijabilna je u toj taqki, pa je f ′(0) = 0.

6. Definisati taqku lokalnog minimuma funkcije. Da li taqka lokalnog ekstremuma mora
biti stacionarna taqka? Obrazlo�iti odgovor. (2)

Definicija 6.4. na strani 223. Taqka lokalnog ekstremuma ne mora biti stacionarna
taqka. Na primer, funkcija

f(x) = ∣x∣

ima lokalni minimum u nuli, ali f ′(0) ≠ 0 (u taqki x = 0 izvod ne postoji).

i



7. Dokazati da u euklidskom vektorskom prostoru svaki skup me�usobno ortogonalnih vektora
koji ne sadr�i nula vektor mora biti linearno nezavisan. (6)

Teorema 2.32. na strani 99.

8. Formulisati i dokazati Bolcano - Vajerxtrasovu teoremu za realne funkcije. (7)

Teorema 5.9. na strani 203.

ii



Gra�evinski fakultet Univerziteta u Beogradu 27.9.2022.

Zavrxni ispit iz Matematike 1

Prezime i ime: Broj indeksa:

1. Formulisati teoremu o Laplasovom razvoju determinante po i-toj vrsti. Zatim razviti
Vandermondovu determinantu reda 3 po drugoj vrsti. (2)

Teorema 2.1. na strani 48. Primer:

V3 =

RRRRRRRRRRRRRR

1 x1 x21
1 x2 x22
1 x3 x23

RRRRRRRRRRRRRR

= − ∣
x1 x21
x3 x23

∣ + x2 ∣
1 x21
1 x23

∣ − x22 ∣
1 x1
1 x3

∣ .

2. Nabrojati elementarne transformacije matrice. (1)

Definicija 2.23. na strani 66.

3. Definisati pojam linearne zavisnosti i linearne nezavisnosti proizvoǉnih vektora u
vektorskom prostoru. Dati primer dva linearno zavisna vektora u realnom prostoru R3. (2)

Definicija 2.33. na strani 75. Na primer vektori:

v1 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
2
3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

i v2 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

2
4
6

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

su linearno zavisni, jer je 2v1 − v2 = 0.

4. Definisati taqku nagomilavaǌa niza. Dati primer niza koji ima dve taqke nagomilavaǌa,
jednu konaqnu i jednu beskonaqnu. (2)

Definicija 4.13. na strani 176. Kao primer mo�emo uzeti niz

xn = n ⋅ (1 + (−1)
n
)) .

5. Formulisati Lagran�ovu teoremu o sredǌoj vrednosti. (1)

Teorema 6.8. na strani 226.

6. Definisati taqku lokalnog maksimuma funkcije. (1)

Definicija 6.4. na strani 223.

i



7. Rang matrice jednak je maksimalnom broju ǌenih linearno nezavisnih vrsta (kolona).
Dokazati i ilustrovati primerom matrice reda 2 × 2. (7)

Teorema 2.16. na strani 85. Na primer, matrica

A = [
1 2
3 6
]

je ranga 1, budu�i da je A↓2 = 2A↓1.

8. Formulasati i dokazati Fermaovu teoremu. Da li se u iskazu teoreme mo�e izostaviti
uslov diferencijabilnosti funkcije? Obrazlo�iti odgovor. (7)

Teorema 6.6. na strani 224. Videti napomenu 2 nakon dokaza.

ii



Gra�evinski fakultet Univerziteta u Beogradu 12.7.2022.

Zavrxni ispit iz Matematike 1

Prezime i ime: Broj indeksa:

1. Formulisati Kramerovu teoremu. (1)

Teorema 2.5. na strani 55.

2. Definisati sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice. Odrediti zatim sopstvene
vektore matrice ATA, gde je A = [1 1]. (2)

Definicija 2.44. na strani 91.

Sopstvenim vrednostima λ1 = 0 i λ2 = 2 odgovaraju redom sopstveni vektori: [ 1
−1
] i [1

1
].

3. Definisati mexoviti proizvod tri vektora u R3 i dati geometrijsku interpretaciju. (1)

Definicija 3.11. na strani 123 i Teorema 3.5. na strani 124.

4. Dati su slede�i nizovi: an = 3n, bn = n!, cn = ln7 n i dn = n1000. Pore�ati nizove po brzini
kojom te�e ka +∞. (1)

Videti nejednakost 4.3. na strani 166.

cn ≪ dn ≪ an ≪ bn

5. Definisati neprekidnost funkcije u taqki i na skupu. Dati primer fukcije f definisane
na R koja ima prekid druge vrste u taqki x0 = 1. (2)

Definicija 5.18. na strani 197. Funkcija je neprekidna na skupu S ⊂ R ako je neprekidna
u svakoj taqki skupa S. Na primer

f(x) =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

0, x ≤ 1 ,
1

x−1 , x > 1 ,

ili primer 5.20. na strani 201.

6. Formulisati Rolovu teoremu. Da li postoji odseqci oblika [a, b] na kome su ispuǌeni
uslovi ove teoreme za funkcije x↦ x2 i x↦ x3? Obrazlo�iti odgovor. (2)

Teorema 6.7. na strani 225.
Prva funkcija f1(x) = x

2 zadovoǉava uslove teoreme na bilo kom odseqku oblika [−a, a], a ≠ 0.
Funkcija f2(x) = x

3 je strogo rastu�a, tj.

a < b Ô⇒ a3 < b3,

pa takav odseqak za ovu funkciju ne postoji.

i



7. Formulisati i dokazati Kejli–Hamiltonovu teoremu. (7)

Teorema 2.23. na strani 92.

8. Formulasati i dokazati teoremu o izvodu i monotonosti funkcije. (7)

Teorema 6.9. na strani 227.

ii



Gra�evinski fakultet Univerziteta u Beogradu 22.6.2022.

Zavrxni ispit iz Matematike 1

Prezime i ime: Broj indeksa:

1. Navesti (po izboru) tri osobine determinanti. (1)

Kǌiga, str. 46-47.

2. Definisati sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice. Odrediti zatim sopstvene
vektore nula matrice reda 3. (2)

Definicija 2.44. na strani 91.

Sopstveni vektori:
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
0
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0
1
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0
0
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

3. Definisati vektorski proizvod dva vektora u R3. (1)

Definicija 3.10. na strani 122.

4. Formulisati Xtolcovu teoremu. (1)

Teorema 4.9. na strani 169.

5. Izraqinati L = lim
x→0

x sin
1

x
i formulisati teoremu koja se koristi. (2)

L = 0. Tvr�eǌe 5.4. na strani 190 i primer nakon tvr�eǌa.

6. Napisati tabliqne Maklorenove formule stepena 3 sa ostatkom u Peanovom obliku. (2)

Videti stranu 239. Dobija se:

ex =1 + x +
x2

2
+
x3

6
+ o(x3), cosx = 1 −

x2

2
+ o(x3), sinx = x −

x3

6
+ o(x4),

ln(1 + x) = x −
x2

2
+
x3

3
+ o(x3), (1 + x)α = 1 + αx +

α(α − 1)

2
x2 +

α(α − 1)(α − 2)

6
x3 + o(x3), x→ 0.

i



7. Formulisati i dokazati Kroneker–Kapelijevu teoremu. (7)

Teorema 2.18. na strani 87.

8. Formulasati i dokazati Tejlorovu formulu sa ostatkom u Lagran�ovom obliku. (7)

Teorema 6.14. na strani 236.

ii



Gra�evinski fakultet Univerziteta u Beogradu 13.5.2022.

Zavrxni ispit iz Matematike 1

Prezime i ime: Broj indeksa:

1. Definisati ekvivalentnost matrica. (1)

Definicija 2.24. na strani 66.

2. Definisati pojam vektorskog prostora. Zatim dati primere vektorskih prostora konaqne
i beskonaqne dimenzije. (2)

Definicija 2.25. na strani 68.
Na primer, vektorski prostor matica tipa 2 × 3 nad poǉem R je konaqne dimenzije (6), dok
je vektorski prostor realnih polinoma beskonaqnodimenzionalan.

3. Definisati rang matrice. (1)

Definicija 2.40. na strani 84.

4. Definisati pojam konvergentnog niza realnih brojeva. (1)

Definicija 4.3. na strani 159.

5. Formulisati Bolcano - Vajerxtrasovu teoremu o neprekidnosti funkcije na odseqku. Da
li je funkcija x↦ earctgx + 3

√

tgx ograniqena na segmentu [−1,1]? Obrazlo�iti odgovor. (2)

Teorema 5.9. na strani 203.
Da. Sve elementarne funkcije neprekidne su na svom domenu. Kako je zbir i kompozicija
neprekidnih funkcija neprekidna funkcija, to je data funkcija neprekidna i zadovoǉeni
su uslovi Bolcano - Vajerxtrasove teoreme.

6. Napisati tabliqne Maklorenove formule stepena 3 sa ostatkom u Peanovom obliku. (2)

Videti stranu 239. Dobija se:

ex =1 + x +
x2

2
+
x3

6
+ o(x3), cosx = 1 −

x2

2
+ o(x3), sinx = x −

x3

6
+ o(x4),

ln(1 + x) = x −
x2

2
+
x3

3
+ o(x3), (1 + x)α = 1 + αx +

α(α − 1)

2
x2 +

α(α − 1)(α − 2)

6
x3 + o(x3), x→ 0.

i



7. Formulisati i dokazati teoremu Koxi–Xvarc–Buǌakovskog. (7)

Teorema 2.30. na strani 97.

8. Formulasati i dokazati Koxijevu teoremu o sredǌoj vrednosti diferencijalnog raquna.
Objasniti zbog qega je Lagran�ova teorema posledica Koxijeve teoreme. (7)

Teorema 6.11. na strani 229.
Videti primedbu nakon dokaza teoreme na strani 229.

ii



Gra�evinski fakultet Univerziteta u Beogradu 1.4.2022.

Zavrxni ispit iz Matematike 1

Prezime i ime: Broj indeksa:

1. Kako se definixe proizvod dve matrice? (1)

Definicija 2.18. na strani 60.

2. Definisati pojam potprostora datog vektorskog prostora V . Ako je V = R3[x] i ako su dati
vektori v1 = x − 1, v2 = x3 i v3 = 2, da li je L(v1, v2, v3) potprostor prostora V ? Obrazlo�iti
odgovor. (2)

Definicija 2.26. na strani 71.
Da. Linearni omotaq L(U) skupa vektora U ⊂ V uvek je potprostor prostora V . Definicija
2.28. na strani 72 i komentar nakon definicije.

3. Formulisati teoremu o baznom minoru. (1)

Teorema 2.15. na strani 84.

4. Formulisati Kantorov princip umetnutih odseqaka. (1)

Teorema 4.15. na strani 175.

5. Formulisati Bolcano - Koxijevu teoremu o me�uvrednosti. Koriste�i se ovom teoremom
pokazati da jednaqina

√
2x − 1 + 3arccosx = π/2 ima bar jedno rexeǌe. (2)

Teorema 5.8. na strani 203 i zadatak 5.12. nakon teoreme.

6. Definisati pojam izvoda funkcije f . Ako je f(x) = xe−x, odrediti po definiciji f ′(x). (2)

Definicija 6.1. na strani 114. Prema ovoj definiciji dobija se:

f ′(x) = lim
h→0

f(x + h) − f(x)
h

= lim
h→0

(x + h)e−(x+h) − xe−x

h
= e−x lim

h→0

xe−h + he−h − x
h

= e−x lim
h→0
(xe

−h − 1
h

+ e−h) = e−x(−x + 1) .

i



7. Razliqitim sopstvenim vrednostima kvadratne matrice A odgovaraju linearno nezavisni
sopstveni vektori. Dokazati. (7)

Teorema 2.28. na strani 95.

8. Formulacija i dokaz Lagran�ove teoreme o sredǌoj vrednosti diferencijalnog raquna.
Iskazati bar jednu posledicu Lagran�ove teoreme. (7)

Teorema 6.8. na strani 226.
Neke od brojnih posledica su Teorema 6.9. i posledica 6.2. na strani 227.

ii



Gra�evinski fakultet Univerziteta u Beogradu 23.2.2022.

Zavrxni ispit iz Matematike 1

Prezime i ime: Broj indeksa:

1. Ako je A kvadratna matrica reda n, definisati pojam inverzne matrice matrice A. (1)

Definicija 2.20 na strani 64.

2. Definisati pojam linearnog operatora. Dati primer linearnog preslikavaǌa L∶M2(R) → R
i odrediti ǌegovo jezgro Ker(L). Da li je Ker(L) ≤M2(R)? Obrazlo�iti odgovor. (2)

Definicija 2.31 na strani 74.
Na primer L(A) = Tr(A)

Ker(L) = {(
a b
c d
) ∣ a + d = 0} .

Da. Jezgro linearnog operatora L∶V → W je potprostor prostora V . Definicija 2.32 na
strani 74 i komentar nakon definicije.

3. Formulisati Kejli - Hamiltonovu teoremu. (1)

Teorema 2.23 na strani 92.

4. Definisati pojam Koxijevog niza. Da li je niz xn = n
√

narctgn Koxijev? Obrazlo�iti. (2)

Definicija 4.10 na strani 172.
Da. Va�i

lim
n→∞

n
√

narctgn = π/2.

Kako je prema Koxijevom kriterijumu konvergencije realan niz konvergentan ako i samo
ako je Koxijev (Teorema 4.13 na strani 173), to je dati niz Koxijev.

5. Definisati pojam taqke prekida, kao i vrste prekida. Dati primer funkcije definisane
na R koja u taqki x1 = 1 ima prekid prve vrste, a u taqki x2 = 2 prekid druge vrste. Skicirati
grafik odabrane funkcije. (2)

Definicije 5.20 i 5.21 na strani 200.
Na primer

f(x) =

⎧
⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪
⎩

sgn(x − 1), x ≤ 2,
1

x − 2
, x > 2.

6. Formulisati Fermaovu teoremu. (1)

Teorema 6.6 na strani 224.

i



7. Linearni operator L∶V → V euklidskog vektorskog prostora V je ortogonalan ako i samo
ako quva skalarni proizvod. Dokazati. (7)

Teorema 2.34 na strani 103.

8. Formulisati i dokazati Tejlorovu formulu sa ostatkom u Lagran�ovom obliku. Zbog qega
je Lagran�ova teorema o sredǌoj vrednosti specijalan sluqaj ove teoreme? (7)

Teorema 6.14 na strani 236 i Napomena 6.5 nakon dokaza teoreme.

ii



Gra�evinski fakultet Univerziteta u Beogradu 4.2.2022.

Zavrxni ispit iz Matematike 1 - rexeǌa

Prezime i ime: Broj indeksa:

1. Definisati pojam determinante. Ako je A kvadratna matrica reda 5, za koju je det(A) = 3,
odrediti det(5A), det(2AAT ) i det(adjA). (2)

Strana 46. Definicija 2.3.
● Kako je A reda 5, to je det(5A) = 55det(A) = 3 ⋅ 55.
● Kako je det(AB) = det(A)det(B) i det(A) = det(AT ), to je det(2AAT ) = 25 ⋅ 32.
● Kako je adj(A) = det(A)A−1 i det(A−1) = 1

det(A) , to je det(adjA) =
(det(A))5

det(A) = 3
4.

2. Definisati pojam baze i dimenzije vektorskog prostora. Dati primere dva realna vektor-
ska prostora dimenzije 10. Da li su oni izomorfni? Obrazlo�iti odgovor. (2)

Strane 77 i 79. Definicije 2.35. i 2.36.
● Primeri: vektorski prostor ure�enih desetorki R10, prostor M2×5(R) realnih matrica
tipa 2 × 5, prostor R9[x] realnih polinoma stepena maǌeg od 10, itd.
● Da. Svi konaqno dimenzioni prostori iste dimenzije su izomorfni (Posledica 2.3. na
strani 81).

1.5. Formulisati Kroneker - Kapelijevu teoremu. (1)

Strana 87. Teorema 2.18.

4. Formulisati Bolcano - Vajerxtrasovu teoremu za nizove. (1)

Strana 177. Teorema 4.19.

5. Napisati Koxijevu i Hajneovu definiciju graniqne vrednosti funkcije. Zapisati zatim
lim

x→−∞
ex = 0+ koriste�i obe definicije. (2)

Strane 186 i 187. Definicije 5.8. i 5.12.
● (∀ε > 0)(∃∆ > 0)(∀x ∈ R)(x < −∆ Ô⇒ ex < ε).
● (∀xn)( lim

n→∞
xn = −∞ Ô⇒ lim

n→∞
exn = 0+).

6. Formulisati Lagran�ovu teoremu o sredǌoj vrednosti. Primeniti teoremu na funkciju
x↦ lnx na segmentu [1, e]. Nacrtati sliku. (2)

Strana 226. Teorema 6.8.
● Funkcija f(x) = lnx neprekidna je na [1, e] i diferencijabilna na (1, e). Prema Lagran�ovoj
teoremi postoji c ∈ (1, e) za koje je

ln e − ln 1

e − 1
= f ′(c) Ô⇒

1

e − 1
=
1

c
Ô⇒ c = e − 1 .

Tangenta u taqki (e − 1, ln(e − 1) paralelna je sa seqicom kroz taqke (1,0) i (e,1).

i



7. Dokazati da su sopstvene vrednosti simetriqnog linearnog operatora L∶V → V euklidskog
vektorskog prostora V realni brojevi. Ilustrovati primerom. (7)

Strana 105. Teorema 2.36.

8. Bolcano - Vajerxtrasova teorema o neprekidnoj funkciji na odseqku. Iskaz i dokaz. (7)

Strana 203. Teorema 5.9.
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