
GRA�EVINSKI FAKULTET 02.07.2026.
UNIVERZITETA U BEOGRADU

Matematika 1 – Pismeni ispit

1. (20 poena) U zavisnosti od realnog parametra a diskutovati i rexiti
sistem:

x+ y + z = 1

3x− y + 2z = a

2ax+ 2y + 5z = 6

5x+ y + (a+ 1)z = 5

Решење:

[A|B] =


1 1 1 | 1
3 −1 2 | a
2a 2 5 | 6
5 1 a+ 1 | 5

 ∼ · · · ∼


1 1 1 | 1
0 −4 −1 | a− 3

0 0 3− a | (a−3)(−3−a)
3

0 0 0 | (a−3)(−6−a)
3

 .

Razlikujemo 3 sluqaja:

1. a = 3

[A|B] ∼


1 1 1 | 1
0 −4 −1 | 0
0 0 0 | 0
0 0 0 | 0


ρ(A) = ρ([A|B]) = 2, pa sistem ima beskonaqno mnogo rexeǌa sa 3− 2 = 1
slobodnim parametrom. ǋemu ekvivalentan sistem glasi

x+ y + z = 1

− 4y − z = 0

0 = 0

0 = 0

Za y = t, t ∈ R, dobijamo z = −4t i x = 1 + 3t. Dakle, rexeǌa sistema su
oblika

(x, y, z) = (1 + 3t, t,−4t), t ∈ R.

2. a = −6

[A|B] ∼


1 1 1 | 1
0 −4 −1 | −9
0 0 9 | −9
0 0 0 | 0


ρ(A) = ρ([A|B]) = 3, pa sistem ima jedinstveno rexeǌe. ǋemu ekvivalen-
tan sistem glasi

x+ y + z = 1

− 4y − z = −9

9z = −9

0 = 0
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Vidimo iz tre�e jednaqine da je z = −1, a zatim dobijamo y = 5
2
i x = −1

2
.

Dakle, rexeǌa sistema su oblika

(x, y, z) = (−1

2
,
5

2
,−1).

3. a /∈ {3,−6}
ρ(A) = 3, ρ([A|B]) = 4, pa sistem nema rexeǌa.

2. a) (10 poena) Izraqunati lim
n→∞

(6n2 + 4n+ 8

6n2 − 4n+ 5

)2n−22

;

b) (10 poena) Na�i graniqnu vrednost funkcije koriste�i Maklo-
renovu formulu:

lim
x→0

ex
2
cos x− 1

x2
.

Решење:

a)

lim
n→∞

(6n2 + 4n+ 8

6n2 − 4n+ 5

)2n−22

= lim
n→∞

(6n2 − 4n+ 5 + 8n+ 3

6n2 − 4n+ 5

)2n−22

= lim
n→∞

(
1 +

8n+ 3

6n2 − 4n+ 5

)2n−22

= lim
n→∞

[(
1 +

1
6n2−4n+5

8n+3

) 6n2−4n+5
8n+3

] (8n+3)(2n−22)

6n2−4n+5

= e
16
6 = e

8
3 .

b)

lim
x→0

ex
2
cos x− 1

x2
= lim

x→0

(1 + x2 + o(x2))(1− x2

2
+ o(x2))− 1

x2

= lim
x→0

1− x2

2
+ x2 + o(x2)− 1

x2

= lim
x→0

x2

2
+ o(x2)

x2
=

1

2
.

3. (20 poena) Na�i zajedniqku normalu mimoilaznih pravih p : x−4
3

= y
2
= z−8

5

i q : x−1
−2

= y−8
3

= z−1
1
.

Решење: Iz jednaqina pravih p i q vidimo da je p⃗ = (3, 2, 5) i q⃗ = (−2, 3, 1).
Taqka P = (4, 0, 8) ∈ p, a Q = (1, 8, 1) ∈ q. Oznaqimo sa M i N preseqne taqke
normale n sa pravama p i q, redom.
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Koordinate taqaka M i N mo�emo dobiti iz parametarskog oblika pra-
vih:

M = (4 + 3t, 2t, 8 + 5t), t ∈ R
N = (1− 2s, 8 + 3s, 1 + s), s ∈ R,

pa je
−−→
MN = (−3 − 2s − 3t, 8 + 3s − 2t,−7 + s − 5t). Poxto je

−−→
MN ⊥ p⃗, sledi

−−→
MN ◦ p⃗ = 0, odnosno −28 + 5s− 38t = 0. Tako�e, iz

−−→
MN ⊥ q⃗, sledi

−−→
MN ◦ q⃗ = 0,

odnosno 23 + 14s− 5t = 0. Rexavaǌem sistema od ove dve jednahcine dobijamo
t = −1 i s = −2. Dakle, M = (1,−2, 3), N = (5, 2,−1) i

−−→
MN = (4, 4,−4). Za

vektor pravca normale n mo�emo uzeti n⃗ = (1, 1,−1), pa ǌena jednaqina u
kanonskom obliku glasi

n :
x− 1

1
=

y + 2

1
=

z − 3

−1
.

4. (20 poena) Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije

f(x) = (2x+ 1)e
1

2x+1 .

Решење:

1. Домен: Funkcija je definisana ako je x ̸= −1
2
, pa je

Df =
(
−∞,−1

2

)
∪
(
− 1

2
,+∞

)
.

2. Парност/непарност/периодичност: Funkcija f nije ni parna ni neparna.
Funkcije f nije periodiqna.

3. Нуле и знак: Funkcija f nema nula. f(x) > 0 za x ∈
(
− 1

2
,+∞

)
, a f(x) < 0

za x ∈
(
−∞,−1

2

)
.
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4. Асимптоте: Ispita�emo ponaxaǌe funkcije na rubu domena da prove-
rimo da li postoje vertikalne asimptote:

lim
x→− 1

2

+
f(x) = lim

x→− 1
2

+
(2x+ 1)e

1
2x+1

= lim
x→− 1

2

+

e
1

2x+1

1
2x+1

= lim
t→+∞

et

t
= +∞;

lim
x→− 1

2

−
f(x) = 0.

Dakle, x = −1
2
je desna vertikalna asimptota.

lim
x→±∞

f(x) = ±∞,

pa funkcija nema horizontalnih asimptota. Ispitujemo sad postojaǌe
kosih asimptota:

lim
x→±∞

f(x)

x
= 2;

lim
x→±∞

(f(x)− 2x) = lim
x→±∞

((2x+ 1)e
1

2x+1 − 2x)

= lim
x→±∞

(2x
(e 1

2x+1 − 1
1

2x+1

)
·
( 1

2x+ 1

)
+ e

1
2x+1 )

= 1 + 1 = 2.

Dakle, y = 2x+ 2 je leva i desna kosa asimptota.

5. Монотоност и локални екстремуми:

f ′(x) = 2e
1

2x+1 + (2x+ 1)e
1

2x+1 ((2x+ 1)−1)′

= 2e
1

2x+1 + (2x+ 1)e
1

2x+1 (−1)(2x+ 1)−2 · 2

= e
1

2x+1

(
2− 2

2x+ 1

)
= e

1
2x+1

( 4x

2x+ 1

)
.

Vidimo da je f ′(x) > 0 akko je x
2x+1

> 0, tj. akko x ∈
(
−∞,−1

2

)
∪
(
0,+∞

)
.

f ′(x) < 0 akko x ∈
(
− 1

2
, 0
)
. Dakle, funkcija raste na

(
− ∞,−1

2

)
, zatim

opada na
(
− 1

2
, 0
)
, pa ponovo raste na

(
0,+∞

)
. Funkcija dosti�e lokalni

minimum u x = 0 i on iznosi f(0) = e.

6. Конвексност и превоjне тачке:

f ′′(x) = e
1

2x+1 (−1)(2x+ 1)−2 · 2 ·
( 4x

2x+ 1

)
+ e

1
2x+1

4(2x+ 1)− 8x

(2x+ 1)2

= e
1

2x+1
−8x

(2x+ 1)3
+ e

1
2x+1

4

(2x+ 1)2

= e
1

2x+1

( 4

(2x+ 1)3

)
.
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Funkcija je konveksna kada je f ′′(x) > 0, tj. za x ∈
(
− 1

2
,+∞

)
, a konkavna

kada je f ′′(x) < 0, tj. za x ∈
(
−∞,−1

2

)
. Funkcija nema prevojnih taqaka.

7. График:
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GRA�EVINSKI FAKULTET 18.4.2026.
UNIVERZITETA U BEOGRADU

Matematika 1 – Pismeni ispit

1. (20 poena) U zavisnosti od realnog parametra a diskutovati i rexiti
sistem:

−x+ (a− 2)y + az + (a+ 1)t = −1,

ax+ (a− 2)y + az − t = a,

ax+ (a− 2)y − z + at = a.

Решење:

[A|B] =

−1 a− 2 a a+ 1 | −1
a a− 2 a −1 | a
a a− 2 −1 a | a

 ∼ · · · ∼

−1 a− 2 a a+ 1 | −1
0 (a− 2)(a+ 1) a(a+ 1) a2 + a− 1 | 0
0 0 −(a+ 1) a+ 1 | 0


Razlikujemo 3 sluqaja:

1. a = −1

[A|B] ∼

−1 −3 −1 0 | −1
0 0 0 −1 | 0
0 0 0 0 | 0


ρ(A) = ρ([A|B]) = 2, pa sistem ima beskonaqno mnogo rexeǌa sa 4− 2 = 2
slobodna parametra. ǋemu ekvivalentan sistem glasi

−x− 3y − z = −1

− t = 0

0 = 0

Vidimo da je t = 0, a za x = r i y = s, r, s ∈ R, dobijamo z = −r − 3s + 1.
Dakle, rexeǌa sistema su oblika

(x, y, z, t) = (r, s,−r − 3s+ 1, 0), r, s ∈ R.

2. a = 2

[A|B] ∼

−1 0 2 3 | −1
0 0 −1 1 | 0
0 0 0 11 | 0


ρ(A) = ρ([A|B]) = 3, pa sistem ima beskonaqno mnogo rexeǌa sa 4− 3 = 1
slobodnim parametrom. ǋemu ekvivalentan sistem glasi

−x+ 2z + 3t = −1

− z + t = 0

11t = 0

Vidimo da je t = z = 0 i x = 1. y mo�e biti proizvoǉno, tj. y = r, r ∈ R.
Dakle, rexeǌa sistema su oblika

(x, y, z, t) = (1, r, 0, 0), r ∈ R.
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3. a /∈ {−1, 2}
ρ(A) = ρ([A|B]) = 3, pa sistem ima beskonaqno mnogo rexeǌa sa 4− 3 = 1
slobodnim parametrom. ǋemu ekvivalentan sistem glasi

−x+ (a− 2)y + az + (a+ 1)t = −1

(a− 2)(a+ 1)y + a(a+ 1)z + (a2 + a− 1)t = 0

− (a+ 1)z + (a+ 1)t = 0

Za z = t = r, r ∈ R, dobijamo

y =
−r(2a2 + 2a− 1)

(a− 2)(a+ 1)
,

x =
r(a+ 2) + a+ 1

a+ 1
.

Dakle, rexeǌa sistema su oblika

(x, y, z, t) =
(r(a+ 2) + a+ 1

a+ 1
,
−r(2a2 + 2a− 1)

(a− 2)(a+ 1)
, r, r

)
, r ∈ R.

2. (20 poena) Data je matrica A =

−2 2 2
2 1 4
2 4 1

. Odrediti sopstvene vredno-

sti i sopstvene vektore matrice A, a zatim odrediti An, n ∈ N.
Решење:

φA(λ) = det(A− λE) = · · · = −(λ+ 3)2(λ− 6).

Dakle, matrica A ima jednu jednostruku sopstvenu vrednost λ1 = 6 i dve

dvostruke sopstvene vrednosti λ2 = λ3 = −3. Sopstveni vektor v =

xy
z

 koji

odgovara sopstvenoj vrednosti λ1 = 6 dobijamo rexavaǌem sistema
(A− 6E)v = 0. Rexeǌe je

v1 = t

12
2

 , t ∈ R \ {0}.

Rexavaǌem sistema (A+3E)v = 0 dobijamo sopstvene vektore koji odgovaraju
sopstvenoj vrednosti λ2,3 = −3. Rexeǌe je

v =

−2r − 2s
r
s

 = r

−2
1
0


︸ ︷︷ ︸

v2

+ s

−2
0
1


︸ ︷︷ ︸

v3

, r, s ∈ R, r2 + s2 ̸= 0.

Vidimo da je matrica A dijagonalizabilna, pa An mo�emo izraqunati kao
An = SDnS−1, gde su

D =

−3 0 0
0 −3 0
0 0 6

 , S =

−2 −2 1
0 1 2
1 0 2

 , S−1 =
1

9

−2 −4 5
−2 5 −4
1 2 2

 ,
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pa je

An =
1

9

−2 −2 1
0 1 2
1 0 2

(−3)n 0 0
0 (−3)n 0
0 0 6n

−2 −4 5
−2 5 −4
1 2 2


=

 8(−3)n + 6n −2(−3)n + 2 · 6n −2(−3)n + 2 · 6n
−2(−3)n + 2 · 6n 5(−3)n + 4 · 6n −4(−3)n + 4 · 6n
−2(−3)n + 2 · 6n −4(−3)n + 4 · 6n 5(−3)n + 4 · 6n

 .

3. (20 poena) Na�i jednaqinu normalne projekcije prave p : x+3
4

= y−5
3

= z−4
−1

na ravan π : 2x− 3y + z − 5 = 0.
Решење:
Iz jednaqine prave vidimo da je ǌen vektor pravca p⃗ = (4, 3,−1) i da joj
pripada taqka P = (−3, 5, 4). Vektor normale ravni je n⃗π = (2,−3, 1). Kako je
p⃗ ◦ n⃗π = −2 ̸= 0, prava i ravan se seku. Projekcija prave p na ravan α je prava
q koja sadr�i Q - prodor prave p kroz ravan α i P ′ - projekciju taqke P na
ravan (lako se proverava da P /∈ π).

Poxto Q ∈ p, iz vektorskog oblika prave p dobijamo da je
Q = (−3 + 4t, 5 + 3t, 4− t). t dobijamo iz uslova Q ∈ π:

2(−3 + 4t)− 3(5 + 3t) + 4− t− 5 = 0 ⇐⇒ t = −11.

Dakle, Q = (−47,−28, 15). P ′ je prodor prave n koja sadr�i taqku P i normalna
je na ravan π. Iz drugog uslova sledi n⃗ = n⃗π = (2,−3, 1), pa prava n ima
jednaqnu

n : (−3, 5, 4)︸ ︷︷ ︸
P

+s (2,−3, 1)︸ ︷︷ ︸
n⃗

= (−3 + 2s, 5− 3s, 4 + s), s ∈ R.

P ′ ∈ n, pa je P ′ = (−3 + 2s, 5− 3s, 4 + s). s dobijamo iz uslova P ′ ∈ π:

2(−3 + 2s)− 3(5− 3s) + 4 + s− 5 = 0 ⇐⇒ s =
11

7
.
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Dakle, P ′ = (1
7
, 2
7
, 39

7
). q⃗ je kolinearan sa

−−→
P ′Q = (−330

7
, −198

7
, 66

7
) = −66

7
(5, 3,−1),

pa mo�emo uzeti q⃗ = (5, 3,−1). Tra�ena prava q ima jednaqinu u kanonskom
obliku:

q :
x− 1

7

5
=

y − 2
7

3
=

z − 39
7

−1
.

4. (20 poena) Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije

f(x) = ln

(
x2

x+ 1

)
.

Решење:

1. Домен: Funkcija je definisana ako je x2

x+1
> 0, pa je

Df = (−1, 0) ∪ (0,+∞).

2. Парност/непарност/периодичност: Funkcija f nije ni parna ni neparna.
Funkcije f nije periodiqna.

3. Нуле и знак: f(x) = 0 ⇐⇒ x2

x+1
= 1 ⇐⇒ x2 = x+ 1 ⇐⇒ x = 1±

√
5

2
.

f(x) > 0 akko je x2

x+1
> 1, tj. x2−x−1

x+1
> 0. Rexavaǌem ove nejednaqine dobi-

jamo da je

f(x) > 0 за x ∈
(
− 1,

1−
√
5

2

)
∪
(1 +√

5

2
,+∞

)
,

a sliqno dobijamo i da je

f(x) < 0 за x ∈
(1−√

5

2
, 0
)
∪
(
0,

1 +
√
5

2

)
.

4. Асимптоте: Ispita�emo ponaxaǌe funkcije na rubu domena da prove-
rimo da li postoje vertikalne asimptote:

lim
x→−1+

f(x) = +∞, па jе x = −1 десна вертикална асимптота;

lim
x→0−

f(x) = −∞, па jе x = 0 лева вертикална асимптота;

lim
x→0+

f(x) = −∞, па jе x = 0 десна вертикална асимптота.

Sada ispitujemo postojaǌe horizontalnih i vertikalnih asimptota.

lim
x→+∞

f(x) = +∞, па функциjа нема хоризонталну асимптоту.

lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

ln
(

x2

x+1

)
x

(ово jе неодређени израз
∞
∞

, па ћемо применити

Лопиталово правило).
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lim
x→+∞

[
ln
(

x2

x+1

) ]′
x′ = lim

x→+∞

x+1
x2 · 2x(x+1)−x2

(x+1)2

1
= lim

x→+∞

x+ 2

x(x+ 1)
= 0,

pa je i

lim
x→+∞

f(x)

x
= 0, што значи да функциjа нема ни косу асимптоту.

5. Монотоност и локални екстремуми:

f ′(x) =
[
ln

(
x2

x+ 1

)]′
=

x+ 1

x2
· 2x(x+ 1)− x2

(x+ 1)2
=

x+ 2

x(x+ 1)
.

Proverom �emo ustanoviti da je f ′(x) > 0 za x ∈ (0,+∞) i f ′(x) < 0
za x ∈ (−1, 0), pa funkcija opada na (−1, 0), a zatim raste na (0,+∞).
Funkcija nema lokalnih ekstremuma.

6. Конвексност и превоjне тачке:

f ′′(x) =
( x+ 2

x(x+ 1)

)′
=

x(x+ 1)− (x+ 2)(2x+ 1)

x2(x+ 1)2
= −x2 + 4x+ 2

x2(x+ 1)2
.

Vidimo da je f ′′(x) > 0 za one x iz domena za koje je x2 + 4x + 2 < 0,
tj. f ′′(x) > 0 za x ∈ (−1,−2 +

√
2), a sliqno dobijamo da je f ′′(x) < 0 za

x ∈ (−2 +
√
2, 0) ∪ (0,+∞). Dakle, funkcija je konveksna na (−1,−2 +

√
2),

a konkavna na (−2 +
√
2, 0) i (0,+∞) i ima prevojnu taqku u −2 +

√
2.

Vrednost funkcije u ovoj taqki je f(−2 +
√
2) = ln(2(

√
2− 1)).

7. График:
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GRA�EVINSKI FAKULTET 10.3.2026.
UNIVERZITETA U BEOGRADU

Matematika 1 – Pismeni ispit

1. (20 poena) U zavisnosti od realnog parametra p diskutovati i rexiti
sistem:

2x+ y + 3z + 4u = 3

10x+ 3y + (2p+ 1)z + 12u = 13

5x+ 2y + 6z + 8u = 2p− 1

Решење:

[A|B] =

 2 1 3 4 | 3
10 3 2p+ 1 12 | 13
5 2 6 8 | 2p− 1

 ∼ · · · ∼

2 1 3 4 | 3
0 1 3 4 | 17− 4p
0 0 2p− 8 0 | 32− 8p


Razlikujemo 2 sluqaja:

1. p = 4

[A|B] ∼

2 1 3 4 | 3
0 1 3 4 | 1
0 0 0 0 | 0


ρ(A) = ρ([A|B]) = 2, pa sistem ima beskonaqno mnogo rexeǌa sa 4− 2 = 2
slobodna parametra. ǋemu ekvivalentan sistem glasi

2x+ y + 3z + 4u = 3

y + 3z + 4u = 1

0 = 0

Za z = r i u = t, r, t ∈ R, dobijamo y = 1− 3r − 4t i x = 1. Dakle, rexeǌa
sistema su oblika

(x, y, z, t) = (1, 1− 3r − 4t, r, t), r, t ∈ R.

2. p ̸= 4
ρ(A) = ρ([A|B]) = 3, pa sistem ima beskonaqno mnogo rexeǌa sa 4− 3 = 1
slobodnim parametrom. ǋemu ekvivalentan sistem glasi

2x+ y + 3z + 4u = 3

y + 3z + 4u = 17− 4p

(2p− 8)z = 32− 8p

Iz tre�e jednaqine dobijamo z = −4. Za u = t, t ∈ R, dobijamo x = 2p− 7
i y = 29− 4p− 4t. Rexeǌa sistema su oblika

(x, y, z, t) = (2p− 7, 29− 4p− 4t,−4, t), t ∈ R.

1



2. (20 poena) Data je matrica A =

 2 −1 2
5 −3 3
−1 0 −2

. Odrediti sopstvene vred-

nosti i sopstvene vektore matrice A, a zatim odrediti An, n ∈ N.
Решење:

φA(λ) = det(A− λE) = · · · = −1− λ3 − 3λ2 − 3λ = −(λ+ 1)3.

Dakle, matrica A ima trostruku sopstvenu vrednost λ1 = λ2 = λ3 = −1.

Sopstveni vektor v =

xy
z

 koji odgovara ovoj sopstvenoj vrednosti dobijamo

rexavaǌem sistema (A+ E)v = 0. Rexeǌe je

v = t

−1
−1
1

 , t ∈ R \ {0}.

Poxto matrica nije dijagonalizabilna, An �emo izraqunati pozivaju�i se
na Kejli-Hamiltonovu teoremu, koja ka�e da je φA(A) = 0. Deǉeǌem polinoma
xn polinomom φA(x) dobijamo

xn = φA(x)q(x) + r(x),

gde je deg r(x) < degφA(x). Poxto je degφA(x) = 3, r(x) je stepena najvixe 2, pa
je

xn = φA(x)q(x) + ax2 + bx+ c. (1)

Poxto je −1 trostruka nula polinoma φA(x), sledi da je φA(x) = φ′
A(x) =

φ′′
A(x) = 0, pa diferenciraǌem jednakosti (1) dva puta dobijamo

nxn−1 = φ′
A(x)q(x) + φA(x)q

′(x) + 2ax+ b (2)
n(n− 1)xn−2 = φ′′

A(x)q(x) + 2φ′
A(x)q

′(x) + φA(x)q
′′(x) + 2a (3)

Zamenom −1 u jednakostima (1)− (3) dobijamo sistem linearnih jednaqina po
a, b i c

(−1)n = a− b+ c

−n(−1)n = − 2a+ b

n(n− 1)(−1)n = 2a.

Rexeǌa ovog sistema su

a =
n(n− 1)(−1)n

2
, b = n(n− 2)(−1)n, c =

(n− 2)(n− 1)(−1)n

2
.

Sada iz (1) sledi

An = φA(A)︸ ︷︷ ︸
0

q(A) + aA2 + bA+ cE = aA2 + bA+ cE.

2



3. (20 poena) Date su prava p : x = t + 2, y = −2t + 1, z = −t + 3, gde je t ∈ R,
ravan α : 2x − y − 2z − 3 = 0 i taqka A(2, 2, 0). Odrediti jednaqinu prave koja
sadr�i taqku A, paralelna je sa α i seqe pravu p.

Решење: Iz zadatka qitamo da je p⃗ = (1,−2,−1), P = (2, 1, 3) ∈ p i n⃗α =
(2,−1,−2). Poxto je tra�ena prava q paralelna sa ravni α, sledi da je q⃗ ⊥
n⃗α, pa je q⃗ · n⃗α = 0. Ako je q⃗ = (a, b, c), sledi (a, b, c) · (2,−1,−2) = 0, odnosno
2a− b− 2c = 0. Poxto se p i q seku, va�i [

−→
PA, p⃗, q⃗ ] = 0, odnosno∣∣∣∣∣∣

0 1 −3
1 −2 −1
a b c

∣∣∣∣∣∣ = 0,

iz qega daǉe sledi 5c = 13a. Za a = 5 (na primer) dobijamo c = 13 i b = −16.
Dakle, q⃗ = (5,−16, 13), pa poxto A ∈ q, prava q ima jednaqinu

q :
x− 2

5
=

y − 2

−16
=

z

13
.

4. (20 poena) Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije

f(x) =
x2

2x− 1
e−

1
x .

Решење:

1. Домен: Funkcija je definisana za sve realne brojeve osim za x = 0 i
x = 1

2
, pa je

Df =
(
−∞, 0

)
∪
(
0,

1

2

)
∪
(1
2
,+∞

)
.

2. Парност/непарност/периодичност: Funkcija f nije ni parna ni neparna.
Funkcije f nije periodiqna.

3



3. Нуле и знак: Eksponencijalna funkcija je uvek pozitivna, pa funkcija
nema nula. Znak funkcije zavisi od znaka izraza x2

2x−1
:

f(x) > 0 за x ∈ (1
2
,+∞), f(x) < 0 за x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,

1

2
).

4. Асимптоте: Ispitujemo ponaxaǌe funkcije u taqkama u kojima nije de-
finisana, kao i na krajevima domena. Prvo,

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

x2

2x− 1
e−

1
x = 0

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

x2

2x− 1
e−

1
x =

{
t = −1

x
→ +∞

}
= lim

t→+∞

1
t2

−21
t
− 1

et = lim
t→+∞

et

−2t− t2
= − lim

t→+∞

et

2t+ t2
= −∞ ,

gde posledǌa jednakost va�i jer eksponencijalna funkcija raste br�e
od polinoma kada t → +∞. Dakle, prava x = 0 je vertikalna asimptota
funkcije f sa leve strane, dok sa desne strane grafik funkcije ulazi u
taqku (0, 0). Daǉe, imamo

lim
x→ 1

2

−
f(x) = lim

x→ 1
2

−

x2

2x− 1
e−1/x =

(1/2)2

0−
e−2 = −∞,

lim
x→ 1

2

+
f(x) = lim

x→ 1
2

+

x2

2x− 1
e−1/x =

(1/2)2

0+
e−2 = +∞.

pa je prava x = 1
2
vertikalna asimptota funkcije f .

Ispitujemo ponaxaǌe funkcije na krajevima domena. Kad x → ±∞
mo�emo iskoristiti Maklorenove razvoje:

f(x) =
x2

2x− 1
e−1/x =

x2

2x
(
1− 1

2x

)e−1/x

=
x

2
· 1(

1− 1
2x

) e−1/x =
x

2

(
1− 1

2x

)−1

e−1/x

=
x

2

(
1 +

1

2x
+ o

(
1

2x

))(
1− 1

x
+ o

(
1

x

))
=

x

2

(
1− 1

x
+

1

2x
− 1

2x2
+ o

(
1

x2

))
=

x

2
− 1

4
− 1

4x
+ o

(
1

x

)
, x → ±∞.

Dakle, prava y = x
2
− 1

4
je kosa asimptota funkcije f kada x → ±∞.

5. f ′(x), монотоност: Imamo:

f ′(x) =

(
x2

2x− 1
e−

1
x

)′

=
2x(2x− 1)− 2x2

(2x− 1)2
e−

1
x +

x2

2x− 1
e−

1
x
1

x2

=
2x2 − 1

(2x− 1)2
e−

1
x .

4



Va�i f ′(x) = 0 akko je 2x2−1 = 0. Dakle, taqke x1,2 = ± 1√
2
su stacionarne

taqke. Znak prvog izvoda zavisi samo od znaka izraza 2x2−1, pa je f ′(x) >
0 akko je x ∈

(
−∞,− 1√

2

)
∪
(

1√
2
,+∞

)
, odnosno f ′(x) < 0 akko je x ∈

(
− 1√

2
, 0
)
∪(

0, 1
2

)
∪
(
1
2
, 1√

2

)
. Zakǉuqujemo da funkcija f raste za x ∈

(
−∞,− 1√

2

)
i za(

1√
2
,+∞

)
, a opada za x ∈

(
− 1√

2
, 0
)
i za x ∈

(
0, 1

2

)
i za x ∈

(
1
2
, 1√

2

)
. U taqki

x1 = − 1√
2
funkcija f ima lokalni maksimum, a u taqki x2 = 1√

2
lokalni

minimum.

6. f ′′(x), конвексност/конкавност: Imamo:

f ′′(x) =

(
2x2 − 1

(2x− 1)2
e−

1
x

)′

= · · · = 2x2 − 2x+ 1

x2(2x− 1)3
e−

1
x .

Kako je 2x2 − 2x + 1 > 0 za svako x ∈ Df , znak drugog izvoda zavisi samo
od znaka izraza 2x − 1. Va�i f ′′(x) > 0 akko je x > 1

2
, odnosno f ′′(x) < 0

akko x ∈
(
−∞, 0

)
∪
(
0, 1

2

)
. Dakle, funkcija f je konkavna za x ∈ (−∞, 0) i

za x ∈
(
0, 1

2

)
, a konveksna je za x ∈

(
1
2
,+∞

)
. Prevojnih taqaka nema.

7. График:

5



GRA�EVINSKI FAKULTET 7.7.2023.
UNIVERZITETA U BEOGRADU

MATEMATIKA 1

1. Rexiti dati sistem u zavisnosti od realnog parametra p i dati geometrijsku
interpretaciju:

x + y + z = 1
px + 2y + 2z = p
x + 2py + 2z = 2p
x + y + 3pz = 3p

(20)

2. Odrediti jednaqinu ravni koja je normalna na presek ravni α : x + 2y = 3 i
β : −2x+ z = 1 i udaǉena je od koordinatnog poqetka za

√
21. (20)

3. Izraqunati graniqne vrednosti nizova:

a) an =
(n+ 1) lnn!− 2 ln(2! 3! · · ·n!)

n2 + n
b) bn =

(
n4 − 1

n4

)13+23+ ···+n3

(20)

4. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije f(x) = arccos
x√

2x2 + 4x+ 4
. (20)

5. Skup polinoma W = {α + βx+ γx2 | α, β, γ ∈ R, αβγ = 0} je potprostor prostora
R2[x]. Dokazati ili opovrgnuti. (10)

Rexeǌa:

1. Zbirka Linearna algebra, zadatak 265 na strani 226.

2. Zbirka Linearna algebra, zadatak 243 na strani 211.

3. Zbirka Matematiqka analiza 1, zadaci 1.33 na strani 29 i 1.42 na strani 35.

4. Zbirka Matematiqka analiza 1, zadatak 3.223 na strani 261. Budu�i da za
svako t ∈ [−1, 1] va�i arccos t = π/2− arcsin t, zadatak se svodi na navedeni primer.

5. Kǌiga Matematika 1, zadatak 35 na strani 109.



GRA�EVINSKI FAKULTET 18.6.2023.
UNIVERZITETA U BEOGRADU

MATEMATIKA 1

1. Odrediti karakteristiqne vrednosti i karakteristiqne vektore matrice

A =

0 1 1
1 0 1
1 1 0

 (20)

Zatim na�i An, n ∈ N, kao i sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice
A4 − 2A3 + AT − 3adj(A).

2. Prava p : x = t + 1, y = 2t − 1, z = −2t, t ∈ R prodire ravni π1 : x + y + z = 1
i π2 : x − y + z = −4 u taqkama P1 i P2. Napisati jednaqinu ravni π koja sadr�i
preseqnu pravu ravni π1 i π2 i sredixte du�i P1P2. (20)

3. Izraqunati graniqnu vrednost

L = lim
x→0

sin4 x+ cos4 x− e−2x2

x4
. (20)

4. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije f(x) =
(x+ 1)2

(x− 1)3
. (20)

5. Dokazati da V = R+ obrazuje vektorski prostor nad poǉem R u odnosu na
operacije u+ v := uv, λ · u := uλ. (10)

Rexeǌa:

1. Zbirka Linearna algebra, zadatak 162 na strani 145.

2. Zbirka Linearna algebra, zadatak 262 na strani 224.

3. Zbirka Matematiqka analiza 1, zadatak 3.188 na strani 207.

4. Zbirka Matematiqka analiza 1, zadatak 3.203 na strani 219.

5. Kǌiga Matematika 1, zadatak 35 na strani 109.



GRA�EVINSKI FAKULTET 18.3.2023.
UNIVERZITETA U BEOGRADU

MATEMATIKA 1

1. U zavisnosti od realnih parametara a i b diskutovati i rexiti sistem:

ax + y + z = 1
x + y + az = b
x + ay + z = b+ 1

(20)

2. Date su taqke O(0, 0, 0), A(1, 2, 3), B(3, 2, 1) i C(3, 4, 3). Izraqunati du�inu visi-
ne AH u trouglu ABC, koordinate taqke H, zapreminu tetraedra OABC, a zatim
i du�inu visine tetraedra iz temena A. (20)

3. Izraqunati graniqnu vrednost

L = lim
x→0

(1 + cos x)1−cosx − 1

ln2(1 + x)
. (20)

4. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije f(x) =
√
x2 − 1− x . (20)

5. Ako je A ∈ GLn(R) i ako je n ≥ 2, onda je det(adjA) = (detA)n−1. Dokazati. (10)

Rexeǌa:

1. Zbirka Linearna algebra, zadatak 132 na strani 104.

2. Zbirka Linearna algebra, zadatak 225 na strani 200.

3. Zbirka Matematiqka analiza 1, zadatak 3.191 na strani 208.

4. Zbirka Matematiqka analiza 1, zadatak 3.206 na strani 227.

5. Kǌiga Matematika 1, zadatak 41 na strani 108.



GRA�EVINSKI FAKULTET 20.2.2023.
UNIVERZITETA U BEOGRADU

MATEMATIKA 1

1. U zavisnosti od realnih parametara a i b diskutovati i rexiti sistem:

4x + y + az = 5
2x − y − 2z = 3
x + y − z = 1
x + 4y + z = b

(20)

2. Data je ravan α : y = −x i prave l1 : y = z+2, x = 1 i l2 : x = 3t, y = t−1, z = 2t+3,
t ∈ R. Odrediti jednaqine svih pravih koje su paralelne datoj ravni i seku date
prave u taqkama qije je rastojaǌe jednako 3. (20)

3. Izraqunati graniqne vrednosti nizova:

a) an =
1

ln 2 ln 4
+

1

ln 4 ln 8
+ · · · + 1

ln 2n−1 ln 2n
b) bn =

(
2
√
n− 1

2
√
n

)n(
√
4n−1−2

√
n)

(20)

4. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije f(x) = (5x− 1)e1/x . (20)

5. Ako je matrica A ∈ Mn(R) ortogonalno sliqna nekoj dijagonalnoj matrici
D ∈ Mn(R), onda je A simetriqna matrica. Dokazati. (10)

Rexeǌa:

1. Sistem je saglasan akko je b = 0 ∨ a = −4 i tada ima jedinstveno rexeǌe
(3b+8

6
,−1

3
, b
2
).

2. Zbirka Linearna algebra, zadatak 252 na strani 217.

3. Zbirka Matematiqka analiza 1, zadaci 1.22 i 1.30 na stranama 19 i 25.

4. Funkcija je definisana za x ̸= 0. Prava x = 0 je desna vertikalna asimptota;
f(0+) = +∞, f(0−) = 0−, a prava y = 5x+4 je kosa asimptota. Taqka N(1

5
, 0) je jedina

nula funkcije, pri qemu je f(x) < 0 na intervalima (−∞, 0) i (0, 1/5) i f(x) > 0 za
x > 1/5. Kako je f ′(x) = 5x2−5x+1

x2 e1/x i f ′′(x) = 3x−1
x4 e1/x, data funkcija ima lokalni

maksimum u taqki x1 = 1
2
−

√
5

10
i lokalni minimum u taqki x2 = 1

2
+

√
5

10
, opada na

intervalu (x1, x2) a raste na intervalima (−∞, 0), (0, x1) i (x2,+∞). f je konkavna
za x ∈ (−∞, 0) i x ∈ (0, 1

3
) i konveksna za x ∈ (1

3
,+∞). Prevojna taqka funkcije je

taqka P (1
3
, 2e

3

3
).

5. Kǌiga Matematika 1, zadatak 127 na strani 113.



GRA�EVINSKI FAKULTET 8.7.2022.
UNIVERZITETA U BEOGRADU

MATEMATIKA 1

1. Data je matrica A =
[
1 1 1 1

]
. Odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore

matrice ATA. Zatim na�i
(
ATA

)n, n ∈ N. (20)

2. Odrediti ortogonalnu projekciju prave

p :
x− 1

2
=

y + 1

3
=

z

0
na ravan π : 2x+ y − 3z = 5 . (20)

3. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije

f(x) = arcsin
x√

2x2 + 4x+ 4
(20)

4. Izraqunati graniqnu vrednost

L = lim
x→0

1− cosx
√
cosx 4

√
cosx

x2
. (15)

5. Pokazati da je skup realnih simetriqnih matrica vektorski prostor nad poǉem
realnih brojeva. (5)

Rexeǌa:

1. Zbirka Linearna algebra, zadatak 95 na strani 90 (za n = 4). Kako je
(
ATA

)2
= 4ATA,

va�i�e
(
ATA

)n
= 4n−1ATA.

2. Zbirka Linearna algebra, zadatak 169 na strani 148.

3. Zbirka Matematiqka analiza 1, zadatak 3.223 na strani 261.

4. Zbirka Matematiqka analiza 1, zadatak 3.183 na strani 204.

5. Kǌiga Matematika 1, zadatak 48 na strani 108.



GRA�EVINSKI FAKULTET 16.6.2022.
UNIVERZITETA U BEOGRADU

MATEMATIKA 1

1. U zavisnosti od realnog parametra a diskutovati i rexiti sistem jednaqina

x − 2y − 3z = 1,
2x − 5y − 5z + t = 2,
3x − 7y + (a− 8)z + (a+ 1)t = a2 + 2,
5x − 12y + (a− 13)z + (2a+ 3)t = 2a2 + 3.

(20)

2. Odrediti jednaqinu prave l koja sadr�i taqku L(0, 2, 1) i seqe pravu p : 2x− y + 2z = 3,
x + y + z = 0 pod pravim uglom. Odrediti zatim jednaqinu ravni α koja sadr�i pravu l
i taqku M(−2, 3, 1). (20)

3. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije

f(x) = xe−
1
x (20)

4. Koriste�i Maklorenove formule izraqunati graniqnu vrednost

L = lim
x→0

ecos x − e
√
1−x2

x4
. (15)

5. Neka su A1, A2, . . . , An ∈ Mn(R) ortogonalne matrice. Dokazati da je onda i ǌihov
proizvod

∏n
i=1 Ai ortogonalna matrica. (5)

Rexeǌa:

1. Za a = 0 sistem nije saglasan. Za a = −1 postoji beskonaqno mnogo rexeǌa oblika
{(1− 3α, 0,−α, α) | α ∈ R}. Za a /∈ {−1, 0} sistem ima jedinstveno rexeǌe.

2. Zbirka Linearna algebra, zadatak 170 na strani 149.

3. Zbirka Matematiqka analiza 1, zadatak 3.209 na strani 232.

4. Zbirka Matematiqka analiza 1, zadatak 3.185 na strani 261.

5. Kǌiga Matematika 1, zadatak 99 na strani 111.



GRA�EVINSKI FAKULTET 26.3.2022.
UNIVERZITETA U BEOGRADU

MATEMATIKA 1

1. Odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice

A =

0 0 −2
0 0 0
2 0 0

 ,

a zatim na�i An, n ∈ N koriste�i Kejli-Hamiltonovu teoremu. (20)

2. Odrediti jednaqinu zajedniqke normale, a potom i rastojaǌe mimoilaznih pravih

p :
x− 4

−1
=

y − 2

0
=

z

1
, q :

x− 2

1
=

y + 3

4
=

z − 4

1
. (20)

3. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije

f(x) = (x2 + 5x+ 6)e−x (20)

4. Napisati Maklorenovu formulu qetvrtog stepena sa ostatkom u Peanovom obliku
za funkciju

f(x) =
x3 + x2 + x+ 1

5
√
1 + 5x

. (15)

5. Neka je L : R3 → R2 linearan operator. Odrediti L(0,−1, 5), ako je poznato da va�i
L(1, 0, 0) = (2, 1), L(0, 1, 0) = (0,−1) i L(0, 0, 1) = (3, 3). (5)

Rexeǌa:

1. Zbirka Linearna algebra, zadatak 92 na strani 86.
Za drugi deo zadatka koristimo Kejli - Hamiltonovu teoremu. Kako je karakteri-

stiqni polinom φA(λ) = −λ(λ2 + 4), imamo φA(A) = 0 =⇒ A3 = −4A, te je

A2k = (−4)k−1A2 = (−4)k

1 0 0
0 0 0
0 0 1

 , k ≥ 1, A2k+1 = (−4)kA = (−4)k

0 0 −2
0 0 0
2 0 0

 , k ≥ 0.

2. Zbirka Linearna algebra, zadatak 182 na strani 156.

3. Kǌiga Matematika 1, zadatak 6.28 na strani 251.

4. Zbirka Matematiqka analiza 1, zadatak 3.163 na strani 193.

5. Kǌiga Matematika 1, zadatak 84 na strani 110.



GRA�EVINSKI FAKULTET 18.2.2022.
UNIVERZITETA U BEOGRADU

MATEMATIKA 1

1. U zavisnosti od realnih parametara a i b diskutovati i rexiti sistem:

ax + by + z = 1,
x + by + az = 1,
x + aby + z = b.

(20)

2. Date su prave p :
x− 1

2
=

y − 4

−3
=

z − 3

1
i q :

x− 7

−1
=

y − 11

−3
=

z + 2

0
. Odrediti jednaqinu

prave koja sadr�i taqku M(2,−1, 7) i seqe date prave. (20)

3. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije f(x) =
3
√
x3 − 12x2 . (20)

4. Primenom Maklorenovih razvoja izraqunati graniqnu vrednost

lim
x→0

3
√
cos 2x−

√
cos 3x

x2
. (15)

5. Pokazati da je Rolova teorema specijalan sluqaj Lagran�ove teoreme. (5)

Rexeǌa:

1. Zbirka Linearna algebra, zadatak 78 na strani 63.

2. Zbirka Linearna algebra, zadatak 167 na strani 147.

3. Zbirka Matematiqka analiza 1, zadatak 3.212 na strani 238.

4. Zbirka Matematiqka analiza 1, zadatak 3.176 na strani 202.

5. Kǌiga Matematika 1, zadatak 33 na strani 254.


