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0.0.1 OcHoBHe 0cOOUHE peasHUX (YHKIIHja
e YBon. epununuja peasne GpyHKUMje 1 HAYUHU 330aBamba.
e OcuoBre ocobune. OrpaHMYEHOCT, MOHOTOHOCT, IIEPUOIAYHOCT, IIAPHOCT,...
o Ilpumepu.
e [lojam eslemeHTapHE U €O MO IO eJIeMeHTapHe (pyHKHOUje.
Ilon enemenTapHUM (yHKIHjaMa I0ApPa3yMeBaMO:
1°) KoucranTHe, CTeleHe, KCIOHEHIMjAIHE U JIOrapuTaMcKe (yHKIUje.
2°) TpuroHoMeTpujCKe U MHBEP3HE TPUTOHOMETDPUjCKE (YHKIU]E.
3°) Xunepboauuke 1 MHBEP3HE XUIEPOONUUKe (GyHKIU]E.
)

4°) ®yurumje Koje ce MOy HOOUTU OO MPETXOMTHO HABENEHUX (YHKIMja IPUMEHOM KOHAYHO

MHOT'O apUTMETUYKUX omeparuja (+,—,-, /) 1 KOHAYHO MHOTO KOMIIO3UIMja.

0.0.2 TI'pamumuna BpemHOCT ¢QYHKIIHje

lepmaunuja 0.1. KomujeBa nedpumuumuja rpasuyae Bpenaoctu. Heka f: D — R u
Heka je a € R Tauka HaromuiaBama ckyma D. Peaman 6poj A je rpasmuHa BpemHOCT
vy auMec GpyHKnuje [ y TayKu @, y O3HAIU ilg(ll f(x) = Anmu f(x) - A rama x — a,
AKO BAKU:

(Ve > 0)(36 > 0)(Vz € D)0 < |z —a| <6 => |f(z) — Al <e). (1)

e JlerassHO objammene nepUHUI]E U UIyCTPaIHje.
e PasymeBme 3HaUEeHa CBUX YBEIEHUX O3HAKA!

e IIpumepn.

Hepmaunuja 0.2. JleBu u mecuau aumec. Heka je a € R Tauka maroMmiaBama CKyIa
D. Peanan 6poj A je seBa (mecHa) rpaHMYHA BpeOHOCT (QyHKIUje [ y Tadykw a, y
osnamu f(a”) u f(a™), ako Bame caenehu ycaosu:

fa) = lim f(z) = A < (Ve>0)(3>0)(Vz € D)(0 < a—z <3 = |f(z)—A| <e).

T—a

fah) = lim f(z)=A < (Ve>0)(3I>0)(Vz € D)0 <z—a <3 = |f(x)—A| <e).

z—at




Iedpuaunuja 0.3. Yonmreme KomujeBe nedpmuunmje rpaHnyHe BPETHOCTHU.

o lim f(z) =400 <= (VE>0)(F0 >0)(Vx e D)0< |z —a|] <d = f(x) > E).

T—a

o ii_rgf(a:) =—00 <= (VE>0)(F>0)(VreD)(0< |z —a|<d = f(z)<—FE).

e IIpyMepu CAMYHUX YOUIITEHA.

o Jledbununuja aumeca MPeKO OKOJIUHA.

leomaunuja 0.4. XajueoBa nedpuummuja rpanuyae Bpenaoctu. Heka je f: D — R
u HeKa je a € R Taurka marommimasama ckyna D. Tana je A € R rpamnuna BpemHocT
¢yuruuje f Kama r — a, aKo

(Vzn, € D\ {a})(nlggoxn =a = lim f(z,) =A4). (2)

n—0o0

Teopema 0.1. Fowujesa u Xajreosa deduruyuja zpanuire 8pedH0CMU CY €KBUBANEHTTIHE.

e Jloka3 Tteopeme. Kmwura, crpana 187 - 188, Teopema 5.12.

e IIpumepn.

1
o dynrmuja f(x) =sin —. OGjammemne.
T

1
I'padur dpysrumje x — sin — .
x



0.0.3 OcoOune MMeca pyHKIUje

e ExBuBasentuu mokasu. IIpumena teopeme 0.1.

Tepbeme 0.1. Axo nocmoju lim f(x), onda je on jeduncmeen.
Tr—a

Tepbeme 0.2. Axo nocmoju lim f(x), onoda je f ozpanuuena y nexoj okoaunu mavke a.
r—a

Teopema 0.2. O moHOTOHOCTU JMeca ¢pyHEmuje. Heka cy f,g: D — R u nexa je a € R
mavwka nazomurasana ckyna D. Tame, newa nocmoju §-oxoauna U = (a — d,a + §), makxea da je

f(@) <g(x), YeeDNU\{a}).
Axo nocmoje lim f(x) = A u lim g(z) = B, onda je A < B.
T—a r—a
IMocnemuma 0.1. 1°) Axo cy ucnymwenu ycaosu meopeme 0.2 u axo je f(x) < M (f(x) > m), 3a
ceex € DN (U\{a}) u 3a neke m, M € R, onda je u lim f(x) < M (lim f(z) > m).
r—a Tr—a
2°) Hexa je a € R mauka nazomurasawa ckyna D u wexa je lim f(x) > lim g(x). Onda
r—a Tr—a

nocmoju oxoauna U mauxke a, maksa 0a je f(x) > g(x) 3a cee x € DN (U \ {a}).

Teopema 0.3. Teopema o nBa moaunajua 3a pyuarmnuje. Hexa cy f,g,h: D — R, a € R mauxa
nazomusasama ckyna D u nexa nocmoju d-oxoauna U = (a — d,a + §), makea da je

f(@) < g(x) <h(z), YeeDNU\{a}).
Axo je ilgé flz) = ;12}1 h(z) = A, onda je u :}}E}Lg(m) =A.

Teopema 0.4. Hexa je lim,_,, f(x) = A u lim,_,, g(x) = B 3a nexe A, B € R. Tada eancu:
1°) lim(f(x) £g(x)) = A+ B.
Tr—a

2°) lim (f(x)g(x)) = AB.

T—a
oy o J@) A ,
3°) }tllgg(m) =5 20e je B # 0.

Tepbeme 0.3. Hekxa cy f,g: D — R u nexa je a € R mauxa nazomunasamwa cxyna D. Axo je
lim, o f(z) =0 u axo je pynryuja g oepanuvena y nexoj e-okoaunu (a —e,a+¢) \ {a}, onda je

lim (f (2)g(x)) = 0.

Tepbeme 0.4. O mmmecy cnoxene pynarmuje. Hexa je f: Dy = R, g: Dy — R u f(Dy) C Dy.
Lamwe, nexa je a € R mauwa nazomurasana cxyna Dy, b € R mauxa HaZOMUAABA®A crYNA D,
u wexa je limy ,p g(y) = A. Axo 3a ceaky e-oxoruny V = (b — e,b + ¢), nocmoju J-oxorura

U= (a—10,a+9), sa kojy je f(U\{a}) C V\ {b}, onoa je
lim (g0 /)(@) = 4.

!'Tepbeme Basu u axo cy a,b € R.



Zoxaszu. Kmura, crpane 189 - 192.

3amarak 0.1. IlorazaTtu na je
sinx

M T )
. 1 * . 1 * . l/x
lim (1+—-) = lim (14+—) =lm(1+2x)/"=e. (4)
r—+00 €T T——00 x z—0

IIpumep 0.1. Caenehe rpanunune BpeaHocTu GpyHKOUja MOry ce nobutu u3 jumeca (3) uin
n3 (4), IpUMEHOM ONMCAHWX HPAaBUJIA 32 HAJNAKEHE JuMeca (yHKIuje.

arcsin x

10) lim ——— =1
z—0 T
1-— 1
2°) lim — % = .
z—0 x 2
t
39)  lim 2% =1.
z—0 X
t
4°)  lim 28T
z—0 T
r_q g |
5°)  lim a4 =1Ina, a >0, a # 1. Cnemmjanno, lim ¢ =1.
z—0 x z—0 x
1 1 In(1
6°) lim w =log,e, a >0, a # 1. Cuenujasnno, lim M =1.
z—0 x z—0 x
1 @—1
7°) lim%:a, a e R.
z—0 T
JlokasuBame rpaHUYHUX BpequocTu 1°) — 7°) mpemymra ce 4uTaoiy. &

0.0.4 AcumMOTOTCKO IIOHAMIaBK-€ (QyHKIUja

Hepuannmja 0.5. Pyurmumja f: D — R je Geckomauno masia (MHUHUTE3VIMAaa) Kaua
x — a, ako je lim f(z) = 0. Aro je lim f(z) = +oo unm je lim f(z) = —oo, Kaskemo na je f
T—ra Tr—a Tr—a

O0ECKOHAYHO BeJINKa Kajga r — a.

Hedpuuaunuja 0.6. Pyurrnuja f je OeckoHauHO MaJja y OOHOCY Ha (QYyHKIU)Y ¢ Kama T — a,
y osamu f = o(g), * — a (umramo: f je Mayo 0 OX ¢g Kama T — a), aKO IOCTOjU (QYHKIM]ja
x — afzr), Tako ma

f@)=a(x)g(r) n lima(z)=0. (5)

r—a

Croenujanno, ako cy ¢pyarmuje f u g GeCKOHAUYHO MaJie Kama T — a, OHOa Kaxkemo na je f
OeckOHAYHO MaJjia BUIIEr pena y OJHOCY Ha (QYHKIU]y ¢ Kaxa & — a.



Hepuuaunuja 0.7. $ynruuja f je Bemuro O oxm g kana x — a, y osnauu f = O(g), z — a,
AKO IIOCTOjU OrpaHmdyeHa (yHKuuja = — a(r), Tako mna y Hekoj okouauau (a — d,a + 0) \ {a},
BAKU

f(x) =a(x)g(x) n |a(x)| <M, 3amero M €R. (6)
Axo je f=0(g9) u g = O(f) kama x — a, oHZA Ka:keMO Ha cy [ u g ucmoez peda Kaga x — a.
Hepunnnmja 0.8. Kaxkemo na ce ¢dyurmuja f moHama kKao ¢GyHKIHja ¢ Kaga T — a4, WA

na ¢y [ U g aCUMIOTOTCKA €KBUBAJICHTHE Kala T — a, Y O3HAIM f ~ ¢, T — 4, KO TOCTOJU
¢yurmmja x — a(x), Tako xna y Hekoj okouuHM (@ — d,a +0) \ {a} Bakn

f(z)=a(x)g(x) m lima(z)=1. (7)

r—a

Teopema 0.5. 3a gynryuje f u g defunucane y nexoj 0-oxoaunu (a — d,a + 0) \ {a} mauxe a,
saNcu:

fr~g, z—a << f=g+o0(g), x—a. (8)

O mopebeny 0eCKOHAUHO MaJIIX

f(z)

Herka cy f u g beckoHauno MaJje Kama T — a W HEKa mocToju lim

= L. Tana:
T—a g(x)

e f je Bumer pema y omHocy Ha g (Opske Te:xu Hynu) Kaga ¢ — a, ako je L = 0.
Tana numemo f = o(g) kama x — a.

e f je Hwker pena y oqHOCY Ha ¢ (CIOpUje TeRU HYIn) Kala T — a, ako je |L| = +oo.
Samucyjemo g = o(f) kama r — a.

o fu g cy ucror pena kana ¢ — a (f =O0(g) n g =O(f)), ako je L € R\ {0}.

o f~grama r —a (f n g cy ekBuBaseHTHE GECKOHAYHO MaJie), ako je L = 1.

Tepbeme 0.5. Baxce caedeha npasusa:

19) o(f) + o(f) = o(f), x — a.

2°) O(f) +0(f) = O(f), = = a.
3°) o(f) + O(f) = O(f), « = a.
4°) f-olg) = o(fg). « — a.

e llnycrpanuje u npuMepu.
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0.0.1 JledpwmHunuja HEOPEKUITHOCTH PYyHKIVje

Hepunnnmja 0.1. Heka je D C R, f: D — R u #era je a € D Tauyka HaroMuiIaBama
ckyma D. ®yurnuja [ je HEIIPEKUIHA Yy TAUKM G aKO je:

lim f(z) = f(a) <= (Ve >0)(30 > 0)(Vz € D)(|z —a[ <6 = [f(z) = fla)| <) (1)

> (Va, € D) ( lim 2, = a = lim f(zn) = f(a)) (2)

n—oo n— o0

Iepununuja 0.2. Heka je f nedpunucana y mexoj okonunu [a,a+¢) ((a—e,al). Kaskemo na je
f menpermmua cieBa y Tauku a, ako je f(a”) = f(a). Ananorso, f je HempekmmHA 3nMECHA
y Tauku a, ako je f(a™) = f(a).
Tepbeme 0.1. Hexa je a ynympawmwa mauka cxkyna D. Tada saxncu:
[ je menpexuona y a <= f(a”) = f(a*) = f(a). (3)
e Tspbemwa roja menocpenno cuaene uz Komujese nepununuje (ctp. 197).
e Hempermmuocr eremMeHTapHUX (YyHKIN]jA.

e Ilpumepn.
0.0.2 Tauke mpekmna

Hedunnmuja 0.3. Tauka a € Dy je mauwka npexuda pyrsnmje f axo f HUje HEOPEKUIHA Y G.

e Jluckycuja mpeTxonHe neUHUIjeE.

llepununuja 0.4. Bpcre mpekuna. Heka je a € Dy Tauka HaromMmiaBama JOMEHa U
Heka [ MMa TpPEeKuI y Taukd a.

e Ilpekun y a je mpse BpcTe, ako moctoje (komaunu) f(a~) u f(a™), anu nuje
ucnymena jemnaxoct f(a”) = f(at) = f(a).

e Ilperknn y Tauku a je Opyre BPCTe, aKO HUje IPBE BPCTE.

Hedurunuja 0.5. [Ipekun npse BpcTe je oTKIOmUB, ako je f(a”) = f(a™) # f(a). Axo je
fla™) = f(a) # f(a™), raskemo nma je f HempekmmHa cJieBa y TAauyku a. AHAJOTHO, akKo je
flat) = f(a) # f(a™), kamemo na je [ HempekumHA 3MECHA y TAUKU d.

e JlerassHO Objammeme neUHUIMjEe U UIyCTpaIyje.



0.0.3 OcoOune HenpekumHe PYHKIVje HA OICEUKY

[Ipermusupamo: f je HempekmaHA HA ONCEURY [c,d| aKO je HEeIpPEeKUAHA 3[EeCHA y ¢, HEIpe-
KunHa ciaeBa y d u Henpekuasa Ha (¢, d), OQHOCHO:

o f(c)=f(c"), f(d) = f(d™) u f(a”) = f(a") = f(a), 3a cBe a € (c,d).

Teopema 0.1. O ersucrennuju Hyna. Axo je gynryuja f nenpexuona na [a,b] u akxo je
f(a)f(b) <0, onda nocmoju mauxa c € (a,b) maxea da je f(c) = 0.

Zoxas. Kmura, ctp. 202, Teopema 5.7.
o IIpumepn.

e ['paduure mirycTpanuje u mpuMeHa.

Teopema 0.2. Gonnauno-KommujeBa reopema o mehyBpemuoctu. Heka je f nenpexuona
wa [a,b]. Tada f ysuma cee epednocmu usmely f(a) u f(b).

Zoxas. Kmura, crp. 203, Teopema 5.8.

e [Ipumepun.

Teopema 0.3. Boamnano-Bajepmrpacosa teopema. Axo je f nenpexudna na [a,b], on-
da je oma oepanuvena wa [a,b] u docmumace ceojy najeehy u Hajmany 6peoHOCT KA MOM
ce2MENNY.

Zoxas. Kmura, ctp. 203-204, Teopema 5.9.
e IIpumepn.

IMTocnemuma 0.1. Axo je f menpexuona wa [a,b], onda je f([a,b]) = [m, M], 20e je m najmawa, a
M najeeha epednocm gynryuje f na ceemenmy |a, b].

Teopema 0.4. O HenpexunHOoCcTU MHBEP3HE ¢pyHKIUje. Hexa je f nenpexudna u cmpozo
monomona gynkyuja na unmepeany I. Tada nocmoju uneepana gynxyuja =1 dedunuca-
wa wa J = f(I) v ma uneepsna Pynryuja je nenpexuora u cmpoeo monomona wa f(J).
Ipumom je f~1 cmpozo pacmyha, axo je f cmpozo pacmyha u cmpozo onadajyha, axo je
f cmpozo onadajyha.

Zoxas. Kmura, crp. 204, Teopema 5.11.

e [Ipumepun.



0.0.4 PaBHOMEpHa HENPEKUITHOCT

Hednuunuja 0.6. Pyuruuja f: D — R je paBaOoMepHO (yHUDOPMHO) Henpexudna HA
D axo

(Ve > 0)(36 > 0)(Vx1,22 € D)(Jz1 — 22| < 6 = |f(x1) — f22)| < ). (4)

e ObGjammeme. CINYHOCTU U PA3IUKE Yy OMHOCY HA OOWUHY HENPEKUTHOCT.

e [Ipumepn.
Teopema 0.5. Pynxuyuja f: D — R je pasnomepro nenpexuona na D axo

(M(wa) € D)(¥(ya) € D) Jim [en =3 =0 = Jim |F(@) = f@)| =0 (5)

Teopema 0.6. KarTopoBa Teopema 0 paBHOMEpPHOj HenpekuaHocTu. Ako je f nenpe-
Kuoha na oodceury [a,b], onda je ona pasromepro nenperudona wa [a,b].

Joxas. Kmura, ctp. 207, Teopema 5.13.
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0.0.1 W3Bong u mudepeHIUjaT

e Besa ca TaHreHTOM W reOMeTPHjCKa MHTYUIHA]ja.
e ['eoMeTpujcka W MEXaHUUYKA WHTEPIPETAIN]ja.

e IIpumepn.

Hepunnnmja 0.1. Hera je f: D — R nedmnrucanma y HEKO] OKOJMHU Tadyke Xg. AKO
MMOCTOjU KOHAYAH JIUMEC

f'(zo) = lim fl@o+h) = fzo) _ . =~ flz) = f(wo)

h—0 h T—TQ T — X0

; (1)

ouna f'(rg) 3oBeMo m3BomOM QyHENUje [ y TAukM To U KaskeMo na je [ madepeHmmja-
OmJyHA y Ta4dKUd Xg.

e M3Bonu eneMeHTAPHUX (YHKIH]A.
o Jlupepennujan GyHKIHI]E.
e ['eoMerpujcka mHTEpIPETAIA]ja.

e Ilpumena.

Iepununuja 0.2. Heka je [ mupepenuujabunna y tauku z. Pymrnuja x — f'(z)Azx 30Be ce
mapepennujan pynrnuje f y Tauku x u o3Haudasa ce ca df(x) = f'(x)Ax.

0.0.2 JleBu u mecHU WU3BOI

e Tlonyranrenra.
e I'eomerpujcka maTepuperanuja. [lnumnesn ¢pyurnuje.

e Ilpmvepnu: f(z) = |z| u cauunn.

Hedbumuaunuja 0.3. Heka je f mepurucana va HekoMm muTepBaiy I u Heka je xg € I. Ako

nocroje (KOHAYHE) rpaHUYHE BPEAHOCTU

fl@+h) = fz) by e f@th) — f(x)
h o fi(wo) = lm, h ’

(2)

/ — 1
f-lo) = lig

30BEMO KX JIEBUM W AECHUM U3BOAOM (QyHKUUje f y Tauku Xg, a 3a QyHKUAjy f KaskeMo
na je nudepennmjabuiiHa ciaeBa (34eCHA) y TAYKU X(.




0.0.3 udepeHnrjadbMITHOCT ¥ HENPEKW THOCT

Teopema 0.1. Axo je f Judepenyujadbuarna y xo, onda je f nenpexuora y xg.

Zoxas. Kmura, ctp. 218, Teopema 6.2.

0.0.4 IlpaBuaa mudepeHnpama

Teopema 0.2. V3Box 36mpa, npousBona u KoauuHuka. Hexa cy f u g dufepenyuja-

buane y mawku x. Tada cy dywxyuje f £g, A- f, X € R, f-g u f/g (sa dynxuujy f/g,
y3 noceban ycaos, g(t) # 0 y okoaunu mavwke ) oufepenyujabuire y mauky T u NPUmMom
samcu:

1°) (f+9)(z) = f'(z) £ g'(2).
2°) (Af) (=) = Af'(=).
3°) (f-9)(z) = fl(x)g(z) + f()g (x).

o) (1) - Lese fee)

Zoxas. Kmura, ctp. 219, Teopema 6.3.

Teopema 0.3. M3Bon cnosxene ¢ymrmuje. Hexa je g: Dy — R odufepenyujabusna y
maywku To, nexa je g(Dg) C Dy u nexa je f: Dy — R dufepenyujabuana y mausu g(xo).
Onoda je womnosuyuja gyrxyuja f o g: Dy — R dudepenuyujabunna y mauku xo v saxcu
popmyna:

(f ©9) (o) = f'(9(z0))g' (o) - (3)

Joxas. Kmura, crp. 220, Teopema 6.4.

Teopema 0.4. VI3Box nuaBep3He ¢pyurnuje. Heka je f nenpexudna u cmpozo MoHomona
na (a,b) u neka y mauku xo € (a,b) uma xonavwan uzeod f'(xg) # 0. Onda je uneepsna
dyrnryuja f~1 oudepenyujabuara y mawru yo = f(xo) u npumom eaxcu

1
f(x0)

(f 71 (wo) = (4)

Lloxas. Kmura, ctp. 221, Teopema 6.5.

e [lapamMeTapcku 1 JOrapuTaMCKU MU3BOI.

e Tabmuna u3ssoma. [Ipumepn.



0.0.5 OcHoBHe TeopeMe MPEPEHIINjATHOT padyHa

e YBOI U MIycCTpamuje.

o JlepuHnnuje JIOKAJHOT €KCTPEMYyMa, I'JIODAJHOr eKCTPEMyMa Y CTAlMOHAPDHE TAUKe.

Teopema 0.5. PepmaoBa teopeMa. Axo fyrnkyuja f uma soxarnu excmpemym y mavwky
¢ u ako je Qufepernyujabuana y moj mauxu, onda je f'(c) = 0.

Zoxas. Kmura, ctp. 224, Teopema 6.6.

Teopema 0.6. Ponosa reopema. Heka je [ nenpexudna na [a,b] u dufepernyujabuatna na
(a,b). Axo je f(a) = f(b), onda nocmoju mauka c € (a,b) maxea da je f'(c) = 0.

Zoxas. Kmura, crp. 225, Teopema 6.7.

Teopema 0.7. JlarpamskoBa Teopema. Axo je f nenpexuona na [a, b] u dufepenyujabunta
na (a,b), onda nocmoju mauxa ¢ € (a,b) maxo da je

TR _ po). (5)

Zoxas. Kmura, ctp. 226, Teopema 6.8.

Teopema 0.8. KommjeBa teopema. Hexra cy gynruuje f u g nenpexuone na [a,b], dude-
pernyujabuane wa (a,b) u nexa je g'(x) # 0 3a ceaxo x € (a,b). Onda nocmoju ¢ € (a,b)

maxo da je
f) ~ fla) _ fle) (6)

Joxas. Kmura, ctp. 229, Teopema 6.11.
e I'eoMeTrpujcka mHTEpIPETAIA]ja.
e nycrpanuje.

e IIpumepn.



0.0.6 Ilocuenmuine OCHOBHUX TeopeMa MUdepEeHIjaITHOT payyHa

Teopema 0.9. M3Box u mororonoct. Hexa je f dudepenyujabuara na (a,b), a,b € R, a <b.
1°) Axo je f'(x) >0 (f'(z) <0) 3a cee z € (a,b), onda f pacme (onada) na (a,b).
2°) Axo je f'(x) >0 (f'(z) <0) 3a cee x € (a,b), onda f cmpozo pacme (onada) na (a,b).
3°) Axo je f nenperxuona na [a,b] u f'(z) =0 3a cee x € (a,b), onda je f Koncmanwmua na [a,bl.

Zoxas. Kmura, crp. 228, Teopema 6.9.

Ilocaemuna 0.1. Hexa je f'(x) = ¢'(x) na uwmepeany (a,b). Onda je

f(@) =g(x) +c

3a cee x € (a,b) u nexo ¢ € R.

Teopema 0.10. IIpexunu n3sona. Hexa je f nenpexuona na [a,b] u dupepenyujabuana na (a,b).

1°) Axo nocmoju lim+ f'(x), onda nocmogju u f! (a) u onu cy jednaru.
Tr—ra

2°) Axo nocmoju hr? f'(x), onda nocmoju u f’(b) u onu cy jeonaxu.
T—b~

3°) Pymrkyuja x — f'(x) ne moxce umamu npexude npee epcme na (a,b).

Teopema 0.11. JlonurasioBo npasuiio. Hexa cy gynryuje f u g dudepenyujadbunmne na
(a,¢), ¢'(x) # 0 3a cearo x € (a,c) u nexa je

lim f(z)= lim g(x) =0 wau =+oo.

Taoa je ,
m @: lim f(x), (7)

z—at g(x) z—at g/(l')

YKOAUKO auMmec ca decre cmpare nocmoju y R.

Loxas. Kmura, ctp. 229-230, Teopema 6.12.

e Vnycrpamnuje u npuMmepu.
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0.0.1 W3Bomu u mudepeHIUjasin BUIIET pena

Hedununuja 0.1. Hexa ¢ymrmuja f: Dy — R mma umsBox pema n — 1, n € N, Ha HexoMm
nonackymy A C Dy, y o3nanmu f=D_ Ako je f" V) mudpepennujabunna na B C A, onzna je ca

F (@) = (F") (@) (1)

neduuncana dpyurmmja f(™: B — R, kojy 30BeMO n-tuMm u3BomoM ¢yurmuje f. M3Bon pena
1 30BeMO MpPBUM WM3BOJOM, M3BOI pena ABa APYTrUM m3BosOM, utia. Axo je n < 3, onma
kopucTumo o3zmake f', f” u f”. M3Box pema myna je cama ¢ymrmuja, f©O(z) = f(z). Axo f
uMa U3BOJ Pela N, OHAA KaxkeMo na je GyHKIrja n-ImyTa mudepeHyjaduaHa.

e IIpumepn.
e n-TuM u3BOAM QyHEIUja T +— e*, x> sinx, x+— cosx, x — In(l1+z) u x — (14 x)“.

e JlajOonumnosa dopmyia.

Teopema 0.1. Jlajorumosa dopmyita. Axo cy dynxyuje f u g Jufepenyujabuane n nyma y
mauwky x, onda je u dynkyuja f - g dufepenyujabusna n nyma y mauku T u 8axncu Popmyaa:

(1)) = 3 ()1 @9 o). 2)

=0

Zoxas. Kmura, crp. 232, Teopema 6.13.
0.0.2 TejnopoBa ¢popmyia
e YBOI U r€OMETPHjCKA UHTYUIIH]a.

Hedmaunuja 0.2. Hera je f mudpepenmujabunna n-nyra y tadu a. [lomurom

f'(a)

To(@) = fa) + L0 0 - )+ 710

2!

f™(a)

(x—a)’+ - + ]

(z —a)", (3)
je TejmopoB mosiMHOM cTemeHa 7. 32 QYHKIU]Y [ y OKOJIMHU TaUKe d.

e ['pemka ampokcuMaIuje U IPUMEPH.

e MaxJiopeHOB MOJIMHOM Kao crenujajaH ciaydaj TejmopoBor moamHOMa.

)

f’(O) f”(O) 2 " (4)

T+ T+ -+

Mn(z) = f(0) + = 51 "




To(z) To(2)

Ti(z)

y=Inx

Anpokcumanuja ¢GyHEOMje x — lnx y okoauHMN Taukre rg = e moauHommuMma 1o, 11 u Ts.

Y

_3m 3m T
2 2
Jro |\

AnpokcuManuja GpyHKOUje T — COST Y OKOJMHU Hyse moauHoMuma Mo u My.

Teopema 0.2. TejinopoBa dopmyia. Hexa je f (n+1)- nyma dufepenyujabuana y nexom
0MBOPEHOM UKMEPBAAY KOJu cadpaucu mayuke a u x. Tada nocmoju mavwka ¢ usmehy a u x,
maxo 0a 8anCu:

f™(a) )

_ f,(a’) n n+1
f(z) = f(a)+ T (x—a)+--~+T(az—a) +m(:ﬂ—a) . (5)
Zoxas. Kmura, crp. 236, Teopema 6.14.
Heduannuja 0.3. Ako ce popmyrna (5) Hamume y o6JIUKY
f(x) = Th(z) + Ru(2),
f(nﬂ)(c) n+1
onnma uspas Ry,(z) = m(:ﬂ —a)"", a < ¢ < T, 30BEeMO TPEIIKOM WM OCTATKOM Yy
n !
JlarpamsxkoBoMm ob0smky. Moske ce mucaTtu u
(n+1) 0(x —
Ro(w) = L atb@=a) e ggoq (6)

(n+1)!



Moske ce mokaszatu ma 3a ¢yHrIuUjy [ mudepeHnujabunny n-myTa y Tadkud a U meH Tej-
aopos nonusoM T, (x), Bakn

f(z)=Ty(z) +o((x —a)"), x—a, rmeje Ry(z)=o((z—a)"), (7)

ocrarak y IleanoBoMm 006/mKy.
MaxnopenoBa ¢popmysia ca octratkom y JlarpansxoBoM 00JIMKY:

f(nH)(gx) n+1

MaxksopeHoBa ¢popMyJsa ca octaTkoM y IleaHOBOM OOGJIMKY:
flx) = My(x) +o(z™), z—a. (9)

Tabamuae MaxmopeHoBe popmyiie

2 3 n
T T n
ef = 1+x-|-2!-|-3!+ -l-n!-l-o(x), x—0.
x3 $5 " x2n+1 o
i = _ 4z L. S e +2
sing = z— o5+ + (-1 (2n+1)!+0($ ), =—0.
1‘2 .2134 nx2n .
= 4. — +1
cosz = 1 2!+4! +(-1) (2n)!+0(x ), x—0.
z? 23 x™
In(l+2z) = x—?—kg—----I-(—l)"_l—-l-o(:n"), x—0.
n

(1+z)* = (3>+<?)x+<g)x2+~-+(z>x”+o(x")7 0.

Teopema 0.3. Teopema o jemuncrBenocTtu Tejmoposor mosmuHOoMa. Hexa je dymnryuja f
Jufepenyujabuina n-nyma Yy maku @ U Hexa nocmoju NoAUHOM n-moe cmenena Py, 3a xoju eaxcu
f(z) = Py(z)+o((xr —a)"), z = a. Onda je P,(x) =T, (x).

Zoxas. Kmura, ctp. 239, Teopema 6.15.

Teopema 0.4. IIpumena TejmopoBe dopmyse Ha onpebuBame Kapakrepa cTaruoOHAPHE
rauke. Hexa gynkyuja f uma nenpexudar n-mu 43800 y 0OKOAUKY MAYKE G U HEKG je

flla)=f"(a)= - =f""a)=0 u f"(a) #0, (10)
1°) Axo je n menapan, mawka a nuje Mauka A0KAAHOZ EKCMPEMYMA.
2°) Axo je n naparn u f(a) > 0, onda y mauxu a PyrKUUIa UMA NOKGAHY MUKUMYM.
3°) Axo je n napan u f(a) < 0, onda y Mauxu a GYHKUUIL UM AOKAAHU MAKCUMYM.
Loxas. Kmura, ctp. 241, Teopema 6.16.

o IIpumepu m mpumemne.



0.0.3 WuTepBasim MOHOTOHOCTU (YHKIIHje

Teopema 0.5. JIoBOJBHM yCJIOBM 3a €r3MCTEHINjY JIOKAJIHOr eKkcrpeMmyma. Hexa je dymx-
yuja f Oedunucana y nexoj oxoaunu (xg — 6,x0 + ) mauke xo. Axo je f menpexudna y xo u
dugepernyujabunna wa (ro — 9, x0 +6) \ {zo}, onda saxncu:

1°) Axo f' ne mema snax nposackom Kpos Ty, 0HOA To HUJE MAYKA NOKAAHOZ EKCIPEMYMA.

2°) Axo [’ mema 3naK nposackom Kpos Tg, U3 HE2AMUBHOZ KG NOZUMUESHOM, OHOG j€ To MAYKA
AOKANHOZ MUHUMYMG.

3°) Axo [ mema 3naK npoaackom Kpo3 xTg, U3 NOFUMUEHOZ KG HEZATNUBHOM, 0HOA je Ty Maywka
AOKAAHO2 MAKCUMYMQA.

AsropuraM 3a oapebuBame JOKAJHMX eKCTpeMyMa HelpekunHe QyHKmuje [ nedu-
HUCaHe Ha UHTEpBaIY (a,b);

— OgpemuMo cramuoHapHe Tadke, Tj. pemema jemuauune f'(r) = 0 ma (a,b), a 3aTum n
tauke u3 (a,b) y kojuma [ auje nudepennujabunna. OBe Tauke Cy KAHAUAATU 32 JOKAIHE
eKcTpeMyMe (YHKOMje Ha 3a0aTOM MHTEDPBAIY.

— OpgpemuMo 3HAK NPBOT M3BOAA (DyHKUMje HA nHTEpBaly (a,b).

— AmanusupaMo TpOMeHe 3HaKa M3BOMAA MPU IMPOJACKY KPO3 TAauKe KOje Cy KaHIUIATU
3a JIOKaJIHE eKcTpeMyMe u mpuMmenumo teopemy 0.5. Kapakrep cramuoHapHUX Tadaka
MOKEMO yTBpAUTU U nmpuMmeHoMm Teopeme 0.4, ykonauko f mMa m3BOIE BUIIET DEnA.

e Ilpumepn.

0.0.4 KouBekcHOCT pyHKIUje

Jepnunmnuja 0.4. Pysruuja f: (a,b) — R je xoBekcHa (roHkaBHa) Ha (a,b) ako 3a cBe
z1,72 € (a,b) m 3a cBe p1,ps € Ry 3a woje je p1 + pg = 1, Baskn

f(prey + pawa) < pif(zi) + paf(z2) (32 xomBercmy), (11)

f(p1z1 +paw2) > pif(v1) +p2f(v2) (32 xomkasmy). (12)

Ako ce y mejemnakoctu (11) 3axTeBa cTpora HejemIHAKOCT 3a T # X U p1,p2 > 0, onga je f
cTporo KOHBeKCcHA Ha (a,b). AHAJIOTHO ce mepuUHMIIE CTPOrO KOHKABHA (YHKIMja.

e Vnycrpamnuje.
e ['eoMeTpujcku cMmcao yBeneHe ne(UHUIL]E.

o IlpakTuyHM KpUTEPUjyMU 3a IPOBEPY KOHBEKCHOCTU NU(epeHIrjaduiine (yHKILjeE.



I'padunu KoHBEKCHE 1 KOHKaBHE (YHKIUjE.

Teopema 0.6. Jupepernyujabunna gynxyuje f: (a,b) — R je xoneexcra (xonxaena) wa (a,b)
axko je ' pacmyha (onadajyha) dynkyuja na (a,b).

Zoxas. Kmura, crp. 245, Teopema 6.18.

Teopema 0.7. Hexa je f dsa nyma dufpepenyujabusna wa (a,b). Tada je f wonsexcra (konkaena)
na (a,b) axko je f"(x) >0 (f"(x) <0) sa cee x € (a,b).

Zoxas. Kmura, crp. 245, Teopema 6.19.

Teopema 0.8. Kpurepujym rkouBekcuoctu. Jufepenyujabuana gyrnryuja f: (a,b) — R je xon-
sexcna Ha (a,b) axo u camo axo mavwke benoz zpadura HUCY UCTOO MANAKA TeHEe MANZENME Y
npousso.mHoj mawky uz uwmepsana (a,b).

Zoxas. Kmura, ctp. 246, Teopema 6.20.

Hepuuamumja 0.5. Heka je f mepunucana y Hekoj okonumuu (rg — €, o + €) Tauke zo. AKo je
f komBekcua Ha (xg — €,70) 1 KOHKaBHA Ha (T(,To + £) nan OOPHYTO, OHAA KaskeMO Ia je Xo
mpeBojHA Tauka QyHKUUAjE f.

Tepbemwe 0.1. Axo je f dsa nyma dufepenyujabuana y npesojroj mauru xo, onda je f"(xg) = 0.
Joxas. Kmura, ctp. 247, Tepbeme 6.21.

Teopema 0.9. Hexa je gynruyuja f oupepenyujabuana y nexoj okoauny (xo — 6,20 + 6) u dsa
nyma ougepenyujabusna y oxoauny (xo — 6,20+ 0) \ {xo}. Onda saxcu:
1°) Axo f" ne mema snax npoaackom Kkpoz xg, onda Ty Huje npesojra mavwka Pynryuje f.
2°) Axo [ mewma smax npoaackom Kpo3 Tg, U3 HEZAMUEHOZ KG NOZUMUSHOM, UAL 0OPHYMO,
onoa je xg npesojna mavka Pynryuje f.

Zoxas. Kmura, crp. 247, Teopema 6.22.
e Acummrore.

e Toxr u rpa¢ur QyHKIUjE.



Husosu:
Husosu:
Husosu:
Husosu:
Huszosu:

Husosu:

24 u 32.
22 u 33.
40 m 55.
15 u 50.
12 u 29.

23 n 46.

Jlomahu 3anarak

Henperugaoct
Henperumaoct
HenperummocT
Henpexkunnoct
Henperunmoct

Henperkunroct

: 8 u 54. Hudepenmnujadbunnoct: 2 u 28.
: 3 u 48. Hudepenmujadbunnoct: 1 u 31.
: 4 u 59. Hudpepennujadbunnoct: 7 u 35.
: 27 m 66. Judepermujadbunroct: 8 u 40.
: 28 u 62. udepennujadbunnoct: 3 u 42.

: 50 u 60. Hudepenmujabunaoct: 9 u 53.



