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0.0.1 Osnovne osobine realnih funkcija

• Uvod. Definicija realne funkcije i naqini zadavaǌa.

• Osnovne osobine. Ograniqenost, monotonost, periodiqnost, parnost,...

• Primeri.

• Pojam elementarne i deo po deo elementarne funkcije.

Pod elementarnim funkcijama podrazumevamo:

1◦) Konstantne, stepene, eksponencijalne i logaritamske funkcije.

2◦) Trigonometrijske i inverzne trigonometrijske funkcije.

3◦) Hiperboliqke i inverzne hiperboliqke funkcije.

4◦) Funkcije koje se mogu dobiti od prethodno navedenih funkcija primenom konaqno
mnogo aritmetiqkih operacija (+,−, ·, /) i konaqno mnogo kompozicija.

0.0.2 Graniqna vrednost funkcije

Definicija 0.1. Koxijeva definicija graniqne vrednosti. Neka f : D → R i
neka je a ∈ R taqka nagomilavaǌa skupa D. Realan broj A je graniqna vrednost
ili limes funkcije f u taqki a, u oznaci lim

x→a
f(x) = A ili f(x) → A kada x → a,

ako va�i:

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D)(0 < |x− a| < δ =⇒ |f(x)−A| < ε) . (1)

• Detaǉno objaxǌeǌe definicije i ilustracije.

• Razumevǌe znaqeǌa svih uvedenih oznaka!

• Primeri.

Definicija 0.2. Levi i desni limes. Neka je a ∈ R taqka nagomilavaǌa skupa
D. Realan broj A je leva (desna) graniqna vrednost funkcije f u taqki a, u
oznaci f(a−) i f(a+), ako va�e slede�i uslovi:

f(a−) = lim
x→a−

f(x) = A ⇐⇒ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D)(0 < a−x < δ =⇒ |f(x)−A| < ε) .

f(a+) = lim
x→a+

f(x) = A ⇐⇒ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D)(0 < x−a < δ =⇒ |f(x)−A| < ε) .
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Definicija 0.3. Uopxteǌe Koxijeve definicije graniqne vrednosti.

• lim
x→a

f(x) = +∞ ⇐⇒ (∀E > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D)(0 < |x− a| < δ =⇒ f(x) > E) .

• lim
x→a

f(x) = −∞ ⇐⇒ (∀E > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D)(0 < |x− a| < δ =⇒ f(x) < −E) .

• Primeri sliqnih uopxteǌa.

• Definicija limesa preko okolina.

Definicija 0.4. Hajneova definicija graniqne vrednosti. Neka je f : D → R
i neka je a ∈ R taqka nagomilavaǌa skupa D. Tada je A ∈ R graniqna vrednost
funkcije f kada x → a, ako

(∀xn ∈ D \ {a})( lim
n→∞

xn = a =⇒ lim
n→∞

f(xn) = A) . (2)

Teorema 0.1. Koxijeva i Hajneova definicija graniqne vrednosti su ekvivalentne.

• Dokaz teoreme. Kǌiga, strana 187 - 188, Teorema 5.12.

• Primeri.

• Funkcija f(x) = sin
1

x
. Objaxǌeǌe.

x

y

f(x) = sin 1
x

Grafik funkcije x 7→ sin
1

x
.
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0.0.3 Osobine limesa funkcije

• Ekvivalentni dokazi. Primena teoreme 0.1.

Tvr�eǌe 0.1. Ako postoji lim
x→a

f(x), onda je on jedinstven.

Tvr�eǌe 0.2. Ako postoji lim
x→a

f(x), onda je f ograniqena u nekoj okolini taqke a.

Teorema 0.2. O monotonosti limesa funkcije. Neka su f, g : D → R i neka je a ∈ R
taqka nagomilavaǌa skupa D. Daǉe, neka postoji δ-okolina U = (a− δ, a+ δ), takva da je

f(x) ≤ g(x) , ∀x ∈ D ∩ (U \ {a}) .

Ako postoje lim
x→a

f(x) = A i lim
x→a

g(x) = B, onda je A ≤ B.

Posledica 0.1. 1◦) Ako su ispuǌeni uslovi teoreme 0.2 i ako je f(x) ≤ M (f(x) ≥ m), za
sve x ∈ D ∩ (U \ {a}) i za neke m,M ∈ R, onda je i lim

x→a
f(x) ≤ M ( lim

x→a
f(x) ≥ m).

2◦) Neka je a ∈ R taqka nagomilavaǌa skupa D i neka je lim
x→a

f(x) > lim
x→a

g(x). Onda

postoji okolina U taqke a, takva da je f(x) > g(x) za sve x ∈ D ∩ (U \ {a}).

Teorema 0.3. Teorema o dva policajca za funkcije. Neka su f, g, h : D → R, a ∈ R taqka
nagomilavaǌa skupa D i neka postoji δ-okolina U = (a− δ, a+ δ), takva da je

f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) , ∀x ∈ D ∩ (U \ {a}) .

Ako je lim
x→a

f(x) = lim
x→a

h(x) = A, onda je i lim
x→a

g(x) = A.

Teorema 0.4. Neka je limx→a f(x) = A i limx→a g(x) = B za neke A,B ∈ R. Tada va�i:

1◦) lim
x→a

(f(x)± g(x)) = A±B.

2◦) lim
x→a

(f(x)g(x)) = AB.

3◦) lim
x→a

f(x)

g(x)
=

A

B
, gde je B ̸= 0.

Tvr�eǌe 0.3. Neka su f, g : D → R i neka je a ∈ R taqka nagomilavaǌa skupa D. Ako je
limx→a f(x) = 0 i ako je funkcija g ograniqena u nekoj ε-okolini (a− ε, a+ ε) \ {a}, onda je

lim
x→a

(f(x)g(x)) = 0 .

Tvr�eǌe 0.4. O limesu slo�ene funkcije. Neka je f : Df → R, g : Dg → R i f(Df ) ⊆ Dg.
Daǉe, neka je a ∈ R taqka nagomilavaǌa skupa Df , b ∈ R taqka nagomilavaǌa1 skupa Dg

i neka je limy→b g(y) = A. Ako za svaku ε-okolinu V = (b − ε, b + ε), postoji δ-okolina
U = (a− δ, a+ δ), za koju je f(U \ {a}) ⊂ V \ {b}, onda je

lim
x→a

(g ◦ f)(x) = A .

1Tvr�eǌe va�i i ako su a, b ∈ R.
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Dokazi. Kǌiga, strane 189 - 192.

Zadatak 0.1. Dokazati da je

lim
x→0

sinx

x
= 1 . (3)

lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)x

= lim
x→−∞

(
1 +

1

x

)x

= lim
x→0

(1 + x)1/x = e . (4)

Primer 0.1. Slede�e graniqne vrednosti funkcija mogu se dobiti iz limesa (3) ili
iz (4), primenom opisanih pravila za nala�eǌe limesa funkcije.

1◦) lim
x→0

arcsinx

x
= 1.

2◦) lim
x→0

1− cosx

x2
=

1

2
.

3◦) lim
x→0

tg x

x
= 1.

4◦) lim
x→0

arctg x

x
= 1.

5◦) lim
x→0

ax − 1

x
= ln a , a > 0, a ̸= 1. Specijalno, lim

x→0

ex − 1

x
= 1.

6◦) lim
x→0

loga(1 + x)

x
= loga e , a > 0, a ̸= 1. Specijalno, lim

x→0

ln(1 + x)

x
= 1.

7◦) lim
x→0

(1 + x)α − 1

x
= α , α ∈ R.

Dokazivaǌe graniqnih vrednosti 1◦)− 7◦) prepuxta se qitaocu. ♢

0.0.4 Asimptotsko ponaxaǌe funkcija

Definicija 0.5. Funkcija f : D → R je beskonaqno mala (infinitezimala) kada
x → a, ako je lim

x→a
f(x) = 0. Ako je lim

x→a
f(x) = +∞ ili je lim

x→a
f(x) = −∞, ka�emo da je f

beskonaqno velika kada x → a.

Definicija 0.6. Funkcija f je beskonaqno mala u odnosu na funkciju g kada x → a,
u oznaci f = o(g), x → a (qitamo: f je malo o od g kada x → a), ako postoji funkcija
x 7→ α(x), tako da

f(x) = α(x)g(x) i lim
x→a

α(x) = 0 . (5)

Specijalno, ako su funkcije f i g beskonaqno male kada x → a, onda ka�emo da je f
beskonaqno mala vixeg reda u odnosu na funkciju g kada x → a.
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Definicija 0.7. Funkcija f je veliko O od g kada x → a, u oznaci f = O(g), x → a,
ako postoji ograniqena funkcija x 7→ α(x), tako da u nekoj okolini (a − δ, a + δ) \ {a},
va�i

f(x) = α(x)g(x) i |α(x)| ≤ M , za neko M ∈ R . (6)

Ako je f = O(g) i g = O(f) kada x → a, onda ka�emo da su f i g istog reda kada x → a.

Definicija 0.8. Ka�emo da se funkcija f ponaxa kao funkcija g kada x → a, ili
da su f i g asimptotski ekvivalentne kada x → a, u oznaci f ∼ g, x → a, ako postoji
funkcija x 7→ α(x), tako da u nekoj okolini (a− δ, a+ δ) \ {a} va�i

f(x) = α(x)g(x) i lim
x→a

α(x) = 1 . (7)

Teorema 0.5. Za funkcije f i g definisane u nekoj δ-okolini (a − δ, a + δ) \ {a} taqke a,
va�i:

f ∼ g , x → a ⇐⇒ f = g + o(g) , x → a . (8)

O pore�eǌu beskonaqno malih

Neka su f i g beskonaqno male kada x → a i neka postoji lim
x→a

f(x)

g(x)
= L. Tada:

• f je vixeg reda u odnosu na g (br�e te�i nuli) kada x → a, ako je L = 0.
Tada pixemo f = o(g) kada x → a.

• f je ni�eg reda u odnosu na g (sporije te�i nuli) kada x → a, ako je |L| = +∞.
Zapisujemo g = o(f) kada x → a.

• f i g su istog reda kada x → a (f = O(g) i g = O(f)), ako je L ∈ R \ {0}.

• f ∼ g kada x → a (f i g su ekvivalentne beskonaqno male), ako je L = 1.

Tvr�eǌe 0.5. Va�e slede�a pravila:

1◦) o(f) + o(f) = o(f), x → a.

2◦) O(f) +O(f) = O(f), x → a.

3◦) o(f) +O(f) = O(f), x → a.

4◦) f · o(g) = o(fg), x → a.

• Ilustracije i primeri.
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0.0.1 Definicija neprekidnosti funkcije

Definicija 0.1. Neka je D ⊂ R, f : D → R i neka je a ∈ D taqka nagomilavaǌa
skupa D. Funkcija f je neprekidna u taqki a ako je:

lim
x→a

f(x) = f(a) ⇐⇒ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ D)(|x− a| < δ =⇒ |f(x)− f(a)| < ε) (1)

⇐⇒ (∀xn ∈ D)
(
lim
n→∞

xn = a =⇒ lim
n→∞

f(xn) = f(a)
)

(2)

Definicija 0.2. Neka je f definisana u nekoj okolini [a, a+ε) ((a−ε, a]). Ka�emo da je
f neprekidna sleva u taqki a, ako je f(a−) = f(a). Analogno, f je neprekidna zdesna
u taqki a, ako je f(a+) = f(a).

Tvr�eǌe 0.1. Neka je a unutraxǌa taqka skupa D. Tada va�i:

f je neprekidna u a ⇐⇒ f(a−) = f(a+) = f(a) . (3)

• Tvr�eǌa koja neposredno slede iz Koxijeve definicije (str. 197).

• Neprekidnost elementarnih funkcija.

• Primeri.

0.0.2 Taqke prekida

Definicija 0.3. Taqka a ∈ Df je taqka prekida funkcije f ako f nije neprekidna u a.

• Diskusija prethodne definicije.

Definicija 0.4. Vrste prekida. Neka je a ∈ Df taqka nagomilavaǌa domena i
neka f ima prekid u taqki a.

• Prekid u a je prve vrste, ako postoje (konaqni) f(a−) i f(a+), ali nije
ispuǌena jednakost f(a−) = f(a+) = f(a).

• Prekid u taqki a je druge vrste, ako nije prve vrste.

Definicija 0.5. Prekid prve vrste je otkloǌiv, ako je f(a−) = f(a+) ̸= f(a). Ako je
f(a−) = f(a) ̸= f(a+), ka�emo da je f neprekidna sleva u taqki a. Analogno, ako je
f(a+) = f(a) ̸= f(a−), ka�emo da je f neprekidna zdesna u taqki a.

• Detaǉno objaxǌeǌe definicije i ilustracije.
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0.0.3 Osobine neprekidne funkcije na odseqku

Preciziramo: f je neprekidna na odseqku [c, d] ako je neprekidna zdesna u c, nepre-
kidna sleva u d i neprekidna na (c, d), odnosno:

• f(c) = f(c+), f(d) = f(d−) i f(a−) = f(a+) = f(a), za sve a ∈ (c, d).

Teorema 0.1. O egzistenciji nula. Ako je funkcija f neprekidna na [a, b] i ako je
f(a)f(b) < 0, onda postoji taqka c ∈ (a, b) takva da je f(c) = 0.

Dokaz. Kǌiga, str. 202, Teorema 5.7.

• Primeri.

• Grafiqke ilustracije i primena.

Teorema 0.2. Bolcano-Koxijeva teorema o me�uvrednosti. Neka je f neprekidna
na [a, b]. Tada f uzima sve vrednosti izme�u f(a) i f(b).

Dokaz. Kǌiga, str. 203, Teorema 5.8.

• Primeri.

Teorema 0.3. Bolcano-Vajerxtrasova teorema. Ako je f neprekidna na [a, b], on-
da je ona ograniqena na [a, b] i dosti�e svoju najve�u i najmaǌu vrednost na tom
segmentu.

Dokaz. Kǌiga, str. 203-204, Teorema 5.9.

• Primeri.

Posledica 0.1. Ako je f neprekidna na [a, b], onda je f([a, b]) = [m,M ], gde je m najmaǌa, a
M najve�a vrednost funkcije f na segmentu [a, b].

Teorema 0.4. O neprekidnosti inverzne funkcije. Neka je f neprekidna i strogo
monotona funkcija na intervalu I. Tada postoji inverzna funkcija f−1 definisa-
na na J = f(I) i ta inverzna funkcija je neprekidna i strogo monotona na f(J).
Pritom je f−1 strogo rastu�a, ako je f strogo rastu�a i strogo opadaju�a, ako je
f strogo opadaju�a.

Dokaz. Kǌiga, str. 204, Teorema 5.11.

• Primeri.
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0.0.4 Ravnomerna neprekidnost

Definicija 0.6. Funkcija f : D → R je ravnomerno (uniformno) neprekidna na
D ako

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x1, x2 ∈ D)(|x1 − x2| < δ =⇒ |f(x1)− f(x2)| < ε) . (4)

• Objaxǌeǌe. Sliqnosti i razlike u odnosu na obiqnu neprekidnost.

• Primeri.

Teorema 0.5. Funkcija f : D → R je ravnomerno neprekidna na D ako

(∀(xn) ∈ D)(∀(yn) ∈ D) lim
n→∞

|xn − yn| = 0 =⇒ lim
n→∞

|f(xn)− f(yn)| = 0 . (5)

Teorema 0.6. Kantorova teorema o ravnomernoj neprekidnosti. Ako je f nepre-
kidna na odseqku [a, b], onda je ona ravnomerno neprekidna na [a, b].

Dokaz. Kǌiga, str. 207, Teorema 5.13.
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0.0.1 Izvod i diferencijal

• Veza sa tangentom i geometrijska intuicija.

• Geometrijska i mehaniqka interpretacija.

• Primeri.

Definicija 0.1. Neka je f : D → R definisana u nekoj okolini taqke x0. Ako
postoji konaqan limes

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
= lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
, (1)

onda f ′(x0) zovemo izvodom funkcije f u taqki x0 i ka�emo da je f diferencija-
bilna u taqki x0.

• Izvodi elementarnih funkcija.

• Diferencijal funkcije.

• Geometrijska interpretacija.

• Primena.

Definicija 0.2. Neka je f diferencijabilna u taqki x. Funkcija x 7→ f ′(x)∆x zove se
diferencijal funkcije f u taqki x i oznaqava se sa df(x) = f ′(x)∆x.

0.0.2 Levi i desni izvod

• Polutangenta.

• Geometrijska interpretacija. Xpicevi funkcije.

• Primeri: f(x) = |x| i sliqni.

Definicija 0.3. Neka je f definisana na nekom intervalu I i neka je x0 ∈ I. Ako
postoje (konaqne) graniqne vrednosti

f ′
−(x0) = lim

h→0−

f(x+ h)− f(x)

h
i f ′

+(x0) = lim
h→0+

f(x+ h)− f(x)

h
, (2)

zovemo ih levim i desnim izvodom funkcije f u taqki x0, a za funkciju f ka�emo
da je diferencijabilna sleva (zdesna) u taqki x0.
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0.0.3 Diferencijabilnost i neprekidnost

Teorema 0.1. Ako je f diferencijabilna u x0, onda je f neprekidna u x0.

Dokaz. Kǌiga, str. 218, Teorema 6.2.

0.0.4 Pravila diferenciraǌa

Teorema 0.2. Izvod zbira, proizvoda i koliqnika. Neka su f i g diferencija-
bilne u taqki x. Tada su funkcije f ± g, λ · f , λ ∈ R, f · g i f/g (za funkciju f/g,
uz poseban uslov, g(t) ̸= 0 u okolini taqke x) diferencijabilne u taqki x i pritom
va�i:

1◦) (f ± g)′(x) = f ′(x)± g′(x).

2◦) (λf)′(x) = λf ′(x).

3◦) (f · g)′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x).

4◦)

(
f

g

)′
(x) =

f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g2(x)
.

Dokaz. Kǌiga, str. 219, Teorema 6.3.

Teorema 0.3. Izvod slo�ene funkcije. Neka je g : Dg → R diferencijabilna u
taqki x0, neka je g(Dg) ⊂ Df i neka je f : Df → R diferencijabilna u taqki g(x0).
Onda je kompozicija funkcija f ◦ g : Dg → R diferencijabilna u taqki x0 i va�i
formula:

(f ◦ g)′(x0) = f ′(g(x0))g
′(x0) . (3)

Dokaz. Kǌiga, str. 220, Teorema 6.4.

Teorema 0.4. Izvod inverzne funkcije. Neka je f neprekidna i strogo monotona
na (a, b) i neka u taqki x0 ∈ (a, b) ima konaqan izvod f ′(x0) ̸= 0. Onda je inverzna
funkcija f−1 diferencijabilna u taqki y0 = f(x0) i pritom va�i

(f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)
. (4)

Dokaz. Kǌiga, str. 221, Teorema 6.5.

• Parametarski i logaritamski izvod.

• Tablica izvoda. Primeri.
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0.0.5 Osnovne teoreme diferencijalnog raquna

• Uvod i ilustracije.

• Definicije lokalnog ekstremuma, globalnog ekstremuma i stacionarne taqke.

Teorema 0.5. Fermaova teorema. Ako funkcija f ima lokalni ekstremum u taqki
c i ako je diferencijabilna u toj taqki, onda je f ′(c) = 0.

Dokaz. Kǌiga, str. 224, Teorema 6.6.

Teorema 0.6. Rolova teorema. Neka je f neprekidna na [a, b] i diferencijabilna na
(a, b). Ako je f(a) = f(b), onda postoji taqka c ∈ (a, b) takva da je f ′(c) = 0.

Dokaz. Kǌiga, str. 225, Teorema 6.7.

Teorema 0.7. Lagran�ova teorema. Ako je f neprekidna na [a, b] i diferencijabilna
na (a, b), onda postoji taqka c ∈ (a, b) tako da je

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c) . (5)

Dokaz. Kǌiga, str. 226, Teorema 6.8.

Teorema 0.8. Koxijeva teorema. Neka su funkcije f i g neprekidne na [a, b], dife-
rencijabilne na (a, b) i neka je g′(x) ̸= 0 za svako x ∈ (a, b). Onda postoji c ∈ (a, b)
tako da je

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(c)

g′(c)
. (6)

Dokaz. Kǌiga, str. 229, Teorema 6.11.

• Geometrijska interpretacija.

• Ilustracije.

• Primeri.
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0.0.6 Posledice osnovnih teorema diferencijalnog raquna

Teorema 0.9. Izvod i monotonost. Neka je f diferencijabilna na (a, b), a, b ∈ R, a < b.

1◦) Ako je f ′(x) ≥ 0 (f ′(x) ≤ 0) za sve x ∈ (a, b), onda f raste (opada) na (a, b).

2◦) Ako je f ′(x) > 0 (f ′(x) < 0) za sve x ∈ (a, b), onda f strogo raste (opada) na (a, b).

3◦) Ako je f neprekidna na [a, b] i f ′(x) = 0 za sve x ∈ (a, b), onda je f konstantna na [a, b].

Dokaz. Kǌiga, str. 228, Teorema 6.9.

Posledica 0.1. Neka je f ′(x) = g′(x) na intervalu (a, b). Onda je

f(x) = g(x) + c,

za sve x ∈ (a, b) i neko c ∈ R.

Teorema 0.10. Prekidi izvoda. Neka je f neprekidna na [a, b] i diferencijabilna na (a, b).

1◦) Ako postoji lim
x→a+

f ′(x), onda postoji i f ′
+(a) i oni su jednaki.

2◦) Ako postoji lim
x→b−

f ′(x), onda postoji i f ′
−(b) i oni su jednaki.

3◦) Funkcija x 7→ f ′(x) ne mo�e imati prekide prve vrste na (a, b).

Teorema 0.11. Lopitalovo pravilo. Neka su funkcije f i g diferencijabilne na
(a, c), g′(x) ̸= 0 za svako x ∈ (a, c) i neka je

lim
x→a+

f(x) = lim
x→a+

g(x) = 0 ili ±∞ .

Tada je

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

x→a+

f ′(x)

g′(x)
, (7)

ukoliko limes sa desne strane postoji u R.

Dokaz. Kǌiga, str. 229-230, Teorema 6.12.

• Ilustracije i primeri.
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0.0.1 Izvodi i diferencijali vixeg reda

Definicija 0.1. Neka funkcija f : Df → R ima izvod reda n − 1, n ∈ N, na nekom
podskupu A ⊆ Df , u oznaci f (n−1). Ako je f (n−1) diferencijabilna na B ⊆ A, onda je sa

f (n)(x) = (f (n−1))′(x) (1)

definisana funkcija f (n) : B → R, koju zovemo n-tim izvodom funkcije f . Izvod reda
1 zovemo prvim izvodom, izvod reda dva drugim izvodom, itd. Ako je n ≤ 3, onda
koristimo oznake f ′, f ′′ i f ′′′. Izvod reda nula je sama funkcija, f (0)(x) = f(x). Ako f
ima izvod reda n, onda ka�emo da je funkcija n-puta diferencijabilna.

• Primeri.

• n-tim izvodi funkcija x 7→ ex, x 7→ sinx, x 7→ cosx, x 7→ ln(1 + x) i x 7→ (1 + x)α.

• Lajbnicova formula.

Teorema 0.1. Lajbnicova formula. Ako su funkcije f i g diferencijabilne n puta u
taqki x, onda je i funkcija f · g diferencijabilna n puta u taqki x i va�i formula:

(fg)(n)(x) =
n∑

j=0

(
n

j

)
f (n−j)(x)g(j)(x) . (2)

Dokaz. Kǌiga, str. 232, Teorema 6.13.

0.0.2 Tejlorova formula

• Uvod i geometrijska intuicija.

Definicija 0.2. Neka je f diferencijabilna n-puta u taqki a. Polinom

Tn(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · · + f (n)(a)

n!
(x− a)n , (3)

je Tejlorov polinom stepena n za funkciju f u okolini taqke a.

• Grexka aproksimacije i primeri.

• Maklorenov polinom kao specijalan sluqaj Tejlorovog polinoma.

Mn(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + · · · + f (n)(0)

n!
xn . (4)

2



x

y

e

y = lnx

T0(x)

T1(x)

T2(x)

Aproksimacija funkcije x 7→ lnx u okolini taqke x0 = e polinomima T0, T1 i T2.

x

y

3π
2−3π

2

T4(x)

T2(x)

y = cosx

Aproksimacija funkcije x 7→ cosx u okolini nule polinomima M2 i M4.

Teorema 0.2. Tejlorova formula. Neka je f (n+1)- puta diferencijabilna u nekom
otvorenom intervalu koji sadr�i taqke a i x. Tada postoji taqka c izme�u a i x,
tako da va�i:

f(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) + · · · + f (n)(a)

n!
(x− a)n +

f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− a)n+1. (5)

Dokaz. Kǌiga, str. 236, Teorema 6.14.

Definicija 0.3. Ako se formula (5) napixe u obliku

f(x) = Tn(x) +Rn(x) ,

onda izraz Rn(x) =
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x − a)n+1, a < c < x, zovemo grexkom ili ostatkom u

Lagran�ovom obliku. Mo�e se pisati i

Rn(x) =
f (n+1)(a+ θ(x− a))

(n+ 1)!
(x− a)n+1 , 0 < θ < 1 . (6)
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Mo�e se pokazati da za funkciju f diferencijabilnu n-puta u taqki a i ǌen Tej-
lorov polinom Tn(x), va�i

f(x) = Tn(x) + o((x− a)n), x → a , gde je Rn(x) = o((x− a)n) , (7)

ostatak u Peanovom obliku.
Maklorenova formula sa ostatkom u Lagran�ovom obliku:

f(x) = Mn(x) +
f (n+1)(θx)

(n+ 1)!
xn+1, 0 < θ < 1 . (8)

Maklorenova formula sa ostatkom u Peanovom obliku:

f(x) = Mn(x) + o(xn), x → a . (9)

Tabliqne Maklorenove formule

ex = 1 + x+
x2

2!
+

x3

3!
+ · · · + xn

n!
+ o(xn), x → 0 .

sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
− · · · + (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
+ o(x2n+2), x → 0 .

cosx = 1− x2

2!
+

x4

4!
− · · · + (−1)n

x2n

(2n)!
+ o(x2n+1), x → 0 .

ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− · · · + (−1)n−1x

n

n
+ o(xn), x → 0 .

(1 + x)α =

(
α

0

)
+

(
α

1

)
x+

(
α

2

)
x2 + · · · +

(
α

n

)
xn + o(xn), x → 0 .

Teorema 0.3. Teorema o jedinstvenosti Tejlorovog polinoma. Neka je funkcija f
diferencijabilna n-puta u taqki a i neka postoji polinom n-tog stepena Pn za koji va�i
f(x) = Pn(x) + o((x− a)n), x → a. Onda je Pn(x) = Tn(x).

Dokaz. Kǌiga, str. 239, Teorema 6.15.

Teorema 0.4. Primena Tejlorove formule na odre�ivaǌe karaktera stacionarne
taqke. Neka funkcija f ima neprekidan n-ti izvod u okolini taqke a i neka je

f ′(a) = f ′′(a) = · · · = f (n−1)(a) = 0 i f (n)(a) ̸= 0 . (10)

1◦) Ako je n neparan, taqka a nije taqka lokalnog ekstremuma.

2◦) Ako je n paran i f (n)(a) > 0, onda u taqki a funkcija ima lokalni minimum.

3◦) Ako je n paran i f (n)(a) < 0, onda u taqki a funkcija ima lokalni maksimum.

Dokaz. Kǌiga, str. 241, Teorema 6.16.

• Primeri i primene.
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0.0.3 Intervali monotonosti funkcije

Teorema 0.5. Dovoǉni uslovi za egzistenciju lokalnog ekstremuma. Neka je funk-
cija f definisana u nekoj okolini (x0 − δ, x0 + δ) taqke x0. Ako je f neprekidna u x0 i
diferencijabilna na (x0 − δ, x0 + δ) \ {x0}, onda va�i:

1◦) Ako f ′ ne meǌa znak prolaskom kroz x0, onda x0 nije taqka lokalnog ekstremuma.

2◦) Ako f ′ meǌa znak prolaskom kroz x0, iz negativnog ka pozitivnom, onda je x0 taqka
lokalnog minimuma.

3◦) Ako f ′ meǌa znak prolaskom kroz x0, iz pozitivnog ka negativnom, onda je x0 taqka
lokalnog maksimuma.

Algoritam za odre�ivaǌe lokalnih ekstremuma neprekidne funkcije f defi-
nisane na intervalu (a, b);

− Odredimo stacionarne taqke, tj. rexeǌa jednaqine f ′(x) = 0 na (a, b), a zatim i
taqke iz (a, b) u kojima f nije diferencijabilna. Ove taqke su kandidati za lokalne
ekstremume funkcije na zadatom intervalu.

− Odredimo znak prvog izvoda funkcije na intervalu (a, b).

− Analiziramo promene znaka izvoda pri prolasku kroz taqke koje su kandidati
za lokalne ekstremume i primenimo teoremu 0.5. Karakter stacionarnih taqaka
mo�emo utvrditi i primenom teoreme 0.4, ukoliko f ima izvode vixeg reda.

• Primeri.

0.0.4 Konveksnost funkcije

Definicija 0.4. Funkcija f : (a, b) → R je konveksna (konkavna) na (a, b) ako za sve
x1, x2 ∈ (a, b) i za sve p1, p2 ∈ R+

0 za koje je p1 + p2 = 1, va�i

f(p1x1 + p2x2) ≤ p1f(x1) + p2f(x2) (za konveksnu), (11)

f(p1x1 + p2x2) ≥ p1f(x1) + p2f(x2) (za konkavnu). (12)

Ako se u nejednakosti (11) zahteva stroga nejednakost za x1 ̸= x2 i p1, p2 > 0, onda je f
strogo konveksna na (a, b). Analogno se definixe strogo konkavna funkcija.

• Ilustracije.

• Geometrijski smisao uvedene definicije.

• Praktiqni kriterijumi za proveru konveksnosti diferencijabilne funkcije.
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Grafici konveksne i konkavne funkcije.

Teorema 0.6. Diferencijabilna funkcija f : (a, b) → R je konveksna (konkavna) na (a, b)
akko je f ′ rastu�a (opadaju�a) funkcija na (a, b).

Dokaz. Kǌiga, str. 245, Teorema 6.18.

Teorema 0.7. Neka je f dva puta diferencijabilna na (a, b). Tada je f konveksna (konkavna)
na (a, b) akko je f ′′(x) ≥ 0 (f ′′(x) ≤ 0) za sve x ∈ (a, b).

Dokaz. Kǌiga, str. 245, Teorema 6.19.

Teorema 0.8. Kriterijum konveksnosti. Diferencijabilna funkcija f : (a, b) → R je kon-
veksna na (a, b) ako i samo ako taqke ǌenog grafika nisu ispod taqaka ǌene tangente u
proizvoǉnoj taqki iz intervala (a, b).

Dokaz. Kǌiga, str. 246, Teorema 6.20.

Definicija 0.5. Neka je f definisana u nekoj okolini (x0 − ε, x0 + ε) taqke x0. Ako je
f konveksna na (x0 − ε, x0) i konkavna na (x0, x0 + ε) ili obrnuto, onda ka�emo da je x0
prevojna taqka funkcije f .

Tvr�eǌe 0.1. Ako je f dva puta diferencijabilna u prevojnoj taqki x0, onda je f ′′(x0) = 0.

Dokaz. Kǌiga, str. 247, Tvr�eǌe 6.21.

Teorema 0.9. Neka je funkcija f diferencijabilna u nekoj okolini (x0 − δ, x0 + δ) i dva
puta diferencijabilna u okolini (x0 − δ, x0 + δ) \ {x0}. Onda va�i:

1◦) Ako f ′′ ne meǌa znak prolaskom kroz x0, onda x0 nije prevojna taqka funkcije f .
2◦) Ako f ′′ meǌa znak prolaskom kroz x0, iz negativnog ka pozitivnom, ili obrnuto,

onda je x0 prevojna taqka funkcije f .

Dokaz. Kǌiga, str. 247, Teorema 6.22.

• Asimptote.

• Tok i grafik funkcije.
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Doma�i zadatak

G1) Nizovi: 24 i 32. Neprekidnost: 8 i 54. Diferencijabilnost: 2 i 28.

G2) Nizovi: 22 i 33. Neprekidnost: 3 i 48. Diferencijabilnost: 1 i 31.

G3) Nizovi: 40 i 55. Neprekidnost: 4 i 59. Diferencijabilnost: 7 i 35.

G4) Nizovi: 15 i 50. Neprekidnost: 27 i 66. Diferencijabilnost: 8 i 40.

G5) Nizovi: 12 i 29. Neprekidnost: 28 i 62. Diferencijabilnost: 3 i 42.

G6) Nizovi: 23 i 46. Neprekidnost: 50 i 60. Diferencijabilnost: 9 i 53.
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