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ANALITICKA KOORDINATNA GEOMETRIJA

* Prethodi samom obelezavanju tacaka objekta, tj. ,, prenosenju” projekta na teren

* Predstavlja odredivanje koordinata i kota tacaka objekta u koordinatnom
sistemu geodetske mreze objekta:

— racunanje Y i X koordinata taCaka objekta za polozajno obelezavanje

— racunanje kota tacaka objekta Z koordinata za visinsko obelezavanje

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.

Prelnzenjerska geodezija 1
davanje
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PRIMER SITUACLE TRASE SA KRIVINAMA

Prijelazna
krivina

/ PPK

Pravac Kruzna

Krivina

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz. el e Rerse et e

davanje

ANALITICKA RAZRADA PROJEKTA
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PRIMER SITUACLE TRASE SA KRIVINAMA

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz. el e Rerse et e

ANALITICKA RAZRADA PROJEKTA .
davanje
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PRIMER SITUACLE TRASE SA KRIVINAMA

* Konstantna zakrivljenost: C = =

* Centralni ugao jednak skretnom uglu

 Ugao izmedu tangente i tetive jednak polovini centralnog ugla

* Pravci povuceni iz bilo koje tacke na kruznici ka krajnjim tackama precnika zaklapaju ugao od
90°

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.

Prelnzenjerska geodezija 1

ANALITICKA RAZRADA PROJEKTA .
davanje
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KARAKTERISTICNE RELACIJE KRUZNIH KRIVINA

Ugao koji zaklapaju tangenta u nekoj tacki (T) i
pravac ka bilo kojoj tacki na krivini je jednak
polovini zahvacenog centralnog ugla (iz centra)
ka te dve tacke.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
ANALITICKA RAZRADA PROJEKTA InZenjerska geodezija 1
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KARAKTERISTICNE RELACIJE KRUZNIH KRIVINA

Tangencijalni
ugao u tacki X

A

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.

Ugao koji zaklapaju tangente i tetive u nekim
tackama na jednoj sledecoj tacki jednak je
zbiru uglova iz tih tacaka ka toj tacki

ANALITICKA RAZRADA PROJEKTA InZenjerska geodezija 1
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GLAVNI ELEMENTI | TACKE KRUZNE KRIVINE

PK — pocetak krivine

SK — sredina krivine

KK — kraj krivine

O — centar krivine

R — poluprecnik kruznog luka

a — skretni (centralni) ugao

B — prelomni ugao
Tg —tangenta
b — bisektrisa

L — duZina kruznog luka

t —tetiva

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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RACUNANJE GLAVNIH ELEMANATA KRIVINE

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
ANALITICKA RAZRADA PROJEKTA InZenjerska geodezija 1
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RACUNANJE KOORDINATA GLAVNIH TACAKA KRIVINE

Dato: Y, Xp ., Yy X, Yr  Xp . Yok = Yz, + Tg - sin (v;")
Nepoznato: Ypx, Xpk, Vs, Xsk, Yek Xk Yo, Xo- Xpg = Xy + Tg - cos (VT“ 1)
Yggk =Yr, +Tg - sin (an+1)

Xk = X1, +Tg - cos (vT“”)

Vil = v _an+1+ﬁ/2
B =180 —a

Yox = Yr, + b - sin(vsK

Yo=Y, +(R+D)- sm( )

)
Xk =XTn+b-cos( )
7
0
VT,

Xo =X, +(R+Db)- COS( )

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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RACUNANJE KOORDINATA DETALJNIH TACAKA KRIVINE

Duzina luka | se usvaja.

180° - I
w1 = Wy = R

Dato: R, a, Tg, b, L, t, Ypk, Xpk, ---, Y0, X0-
Nepoznato: Yll Xl’ Yz, Xz, ey Yn, Xn.

Y=Y+R: sin(ng + a)l)
Xi=Xo+R- cos(ng + wl)
Yo=Y, +R- sin(ng + wq + a)z)

Xo =Xp+R- cos(VSK + w, + wz)

PK /1 KK

Toa Opétl Oblik:
Y; =Yy + R -sin (VSK + Zj,-zla)j)

X; =X, +R - cos (VSK + Z§'=1 wj)

InZenjerska geodezija 1

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
ANALITICKA RAZRADA PROJEKTA
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RACUNANJE KOORDINATA DETALJNIH TACAKA KRIVINE

Dato: R, a, Tg, b, L, t, Ypk, Xpk, -, Y0,X0.  Duzina strele luka s se usvaja.

Nepoznato: Y;, X1, Y2, X5, ..., Yo, X, (tl

2
E) =R2—(R—S)2

t;=2-yR2—(R—s)?

. ty
wq, = 2 -acrsin S R

Yi=Y,+R- Sin(ng + a)l)

KK %, =X, +R- cos(vEX + w,)

Tn.i Ton

Opsti oblik:

Yi =Yy + R -sin (ng + Z§-=1 a)j)

X;=Xo+R-cos (VSK + X, a)j)

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.

ANALITICKA RAZRADA PROJEKTA InZenjerska geodezija 1
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RACUNANJE KOORDINATA DETALJNIH TACAKA KRIVINE

Dato: R, a.
Nepoznato: yq, X1, V2, X2, ) Yn, X Duzina luka [ se usvaja.
1801
@1 = R-m

x; = R - sin(w,)
y1 =R —R - cos(w,)
y1 =R - (1—cos(w;))

Th. 1 Opsti oblik:
xi=R- sin( 3'-:10)]-)

vi =R - (1 — cos( 3-:1 a)j))

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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PRELAZNE KRIVINE

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.

ANALITICKA RAZRADA PROJEKTA InZenjerska geodezija 1
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PRELAZNE KRIVINE

* Prilikom kretanja vozila, usled prelaza iz pravca u
krivinu na vozilo deluje centrifugalna sila.

* U cilju redukcije uticaja centrifugalne sile
potrebno je postepeno smanjivati polupracnik
krivine pomocu odgovarajucih prelaznih krivina.

* Prelazna krivina je je kriva linija koja poluprecnih
zakrivljenosti postepeno smanjuje od vrednosti
beskonacnosti do vrednosti poluprecnika u delu
kruzne krivine.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.

ANALITICKA RAZRADA PROJEKTA InZenjerska geodezija 1
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USLOVI PRELAZNIH KRIVINA

»Matematicki oblik prelazne krivine

treba da zadovolji sledece uslove: | g—t=const-
: o L. © e
» linearna promena zakrivljenosti, tj. R 3;”5 €
v R=—=
postepena promena poluprecnika; € |J2 £
T—t

» Juk kruzne 1 prelazne krivine treba
da ima zajednicku tangentu u
dodirnoj tacki;

* pri konstantnoj brzini vozila brzina
okretanja prednjih tockova treba da
bude konstantna (de/dt = const.).

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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VRSTE PRELAZNIH KRIVINA

Prelaznice sa pravolinijskim diagramom zakrivljenosti Prelaznice sa krivolinijskim diagramom zakrivljenosti
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dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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VRSTE PRELAZNIH KRIVINA

Poluprecnik zakrivljenosti prelaznice se od vrednosti p = oo do vrednosti p = R moZe menjati
srazmerno lu¢noj duzini krive, apscisi ili tetivi. Prema tome imamo tri vrste prelaznih ktivina:

» Klotoida
R-L=C
»Kubna parabola
R-l,=C
> Lemniskata
R-t=C |
lemniskata
klotoida
kubna parabola

~
Cal

X

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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NADVISENJE SPOLJNE IVICE PUTA - VITOPERENJE

¢ * Nagib krivine (superelevacija) obi¢no treba da uravnotezi

samo 45% radijalne sile P.

e U ruralnim podrucjima, nagib krivine ne bi trebalo da

Superelevation

> I ; prelazi 7% (priblizno 1:14,5) i, gde god je mogude, radijusi

P

: " Radius = R
Lr (to centre fine) bi trebalo da se biraju tako da nagib ostane unutar

A
v

pozeljne vrednosti od 5% (1:20).

tan o = va /R — VZ * U urbanim podrucjima sa raskrsnicama u nivou i bo¢nim
mg gR prilazima, nagib krivine treba ograniciti na 5%.
SE = B tan o * Minimalno dozvoljena vrednost nagiba krivine, radi
obezbedenja drenaze, iznosi 2,5% (1:40)
maximum theoretical SE = {B:;{z} where v isin m s-1

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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GLAVNI ELEMENTI KLOTOIDE

LR, =C R — polupreénik kruznog luka
L — duzina luka krive
C .Lcost [, — apscisa tacke KP

dt

x= |2

2 y; — ordinata tacke KP

0\/;’

y=\EIJSij‘;~dr

d — udaljenost PP od teorijskog
pocetka kruzne krivine.

AR — kruzni pomak

o

e — veli¢ina subtangente

7; — ugao 1zmedu tangente u
tacki KP 1 glavne tangente

A=PP

w; —ugao izmedu tangente 1

tetive

PP — pocetak prelazne krivine .
¢; —ugao izmedu tangente u

KP — kraj prelazne krivine tacki KP 1 tetive

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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KLOTOIDA

» Ukoliko pretpostavimo da je rastojanje 1izmedu tacka M 1 N na
klotoidi dovoljno malo da je poluprecnik krivine p u obe tacke
1st1, moze se napisati sledece:

[ |2
dl=p-dt,p-l=C = drzg-dl =>T=i+const.
» Upotrebom grani¢nih uslova dobija se:
[=0,7=0= const =0,
T+drt Tangenta u tacki M
lz / Tangenta u tacki N
" T 2RI x ' y
'l = z . dl N
T; = L _ L e P p
" 2RL 2R dr

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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KLOTOIDA

» Bududi da su tacke M 1 N veoma bliske, moze se pretpostaviti
da je duzina luka dl jednaka duzini tetive 1izmedu tacaka M 1
N, na osnovu ¢ega se mogu napisati sledeci 1zrazi:

dx = dl - cos(1), dy = dl - sin(71),

odnosno Y s e

X = fCOS(T) dl, y = fsin(r) dl.

»Razvojem u red trigonometrijskih funkeija pod integralom 1
resavanjem integrala dobijaju se odgovarajudi izrazi za
racunanje pravouglih koordinata tacaka klotoide.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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KLOTOIDA

» Elementi klotoide odreduje se pomocu sledeé¢ih formula:

T P 2+ L (LY

X 10 \2R 216 \2R ’
1 L (L 2+ 1 L\*

MU= R 14 \2r/) T 240 \2R ’

o]

) , AR = y; — (R — R - cos(1;)),

L (L 180°
T

2R \2R m
e=y -ctg(r), d=Il,—R-sin(r),
w; = arctg(y, /L), 180 —w; — @, =180 — 1, = ¢; = 17, — W,

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.

ANALITICKA RAZRADA PROJEKTA InZenjerska geodezija 1
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KLOTOIDA

» Pravougle koordinate tacke i na proizvoljnoj udaljenosti

L; od pocéetka klotoide ra¢unaju se na sledeci nacin:

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.

1 (2" 1 [z
=L [1-=-|=%| +5—="|5=] -
i = L 10 (26) 216 (zc)
2 4
N AN N
Yi =2r 14 \2C 440 \2C
----------- - ¥ KP=PKL
9 e - f
5 S Sl e T
A=PP? ___,-«1;,,' Li = v Vi : A : E
Xi ! [ P ’J

ANALITICKA RAZRADA PROJEKTA

InZenjerska geodezija 1
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SIMETRICNA PRELAZNA KRIVINA OBLIKA KLOTOIDE

Tot Ll = Lz =i s
T =T =T
a > 2Tl

Dato: R, L, «.

Nepoznato: L., y;, d, AR,
8, Ty, Wi, @, B, b, 1 g,D.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.

ANALITICKA RAZRADA PROJEKTA InZenjerska geodezija 1
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ODREDIVANJE ELEMENATA PRELAZNE KRIVINE OBLIKA KLOTOIDE

0 T Elementi klotoide:

Ry KPK, lxi Yu d, ARr e, T, wp, P

odreduju se na osnovu
prethodno prikazanih
formula.

Nakon toga, odreduju se sledeci
elementi:

180°

Tg=(R+AR)-tg(%)+d,
R + AR :
b= o~ — R B =180 —a,
cOS 7)
a — 2T,
Ta % D=R-m- + 2L.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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ODREDIVANJE KOORDINATA GLAVNIH TACAKA

Dato: Y, X7 ., Y, Xt ,Yr X1, 1glavnl elementi prelazne krivine.
Nepoznato: Yppk,  Xprky» Yrky» Xxpk,» Yekk: Xpk, -+ Yerk, Xkpk,» Yo, Xo-
Yppg, =Y, +Tg - sin (V;:_l), Xppg, = X1, + Tg - cos (v;:‘l)
Ykpk, = Y, + Tg - sin (v;‘:“), Xkpk, = Xr, + Tg - cos (v%“)
Yoo =Yr +b-sin (v;:‘l + ﬁ/Z), Xsx = Xr, + b - cos (V;:::_l + ﬁ/Z)

Yo =Yg, + (R+b) - sin (v + B/2),Xo = Xp, + (R + b) - cos (v + §/2)

— . Tﬂ— . Tﬂ. o
Yepk, = Ypgx = Y1, + (Tg — 1) - sin (an 1) + y; - sin (an_l - 90 )
Tn— Tn o
Xkpk, = Xpxx = X1, + (Tg — L) - cos (an 1) + y; - cos (VT - 90 )
[Ty . (. Ty o
Yppk, = Yk = Y1, + (Tg — L) - sin (an“) + y; - sin (anH + 90 )

TTL Tn o
Xppr, = Xxxx = X1, + (Tg — Ly) - cos (VTn“) + y; - cos (VTn+1 + 90 )

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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ODREDIVANJE KOORDINATA DETALJNIH TACAKA

Dato: Yz, _., X7, _., Y1, X1, Y1, ., X1, ., glavnl elementi 1 koordinate
glavnih tacaka simetricne prelazne krivine oblika klotoide.

Nepoznato: Y1, X,, Y, X5, ..., Y, X,

Pravougle koordinate, odnosno apscise x; 1 ordinate y;, detaljnih
tacaka odreduju se na osnovu prethodno prikazanih formula.

Yi = Yppk, + x; - sin (v;;‘_l) + y; -+ sin (v;:_l — 900)

Xi = Xppg, + X; * COS (VTT::-J + y; - COS (v;:_l — 900)

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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KLOTOIDA

» Klotoida kao prelazna krivina moze se pojaviti u sledeé¢im
slucajevima:
» uzastopna prelazna krivina izmedu dva pravca;
» prelazna krivina izmedu pravca 1 kruznog luka;
» prelazna krivina izmedu dva kruga istih smerova;
» prelazna krivina izmedu dva kruga suprotnih smerova.
» Klotoida se pojavljuje u nekoliko razlicitih oblika:
= simetri¢na prelazna krivina oblika klotoide;
» asimetri¢na prelazna krivina oblika klotoide;
" temena simetri¢na prelazna krivina oblika klotoide;

» temena asimetricna prelazna krivina oblika klotoide.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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ASIMETRICNA PRELAZNICA OBLIKA KLOTOIDE

Duzine prelaznih krivina
su razlicite, L, # L,.

Postoji kruzni luk duzine b
1zmedu prelaznih krivina.

Vrednost skretnog ugla y
veca je od zbira 7, + T,
(T1 # T2).

Dato: R, L]_, Lz, Ys

Nepoznato: elementi
klotoide za oba luka,
koordinate glavnih 1
detaljnih tadaka krivine.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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SIMETRICNA TEMENA PRELAZNICA OBLIKA KLOTOIDE

Duzine prelaznih krivina su iste, L; = L, = L.
Kruzni luk izmedu prelaznih krivina ne postoji.

Vrednost skretnog ugla y 1znosi 27 (t; = 17, = 7).

Dato: R,, L,v.

Nepoznato: elementi klotoide,
koordinate glavnih 1 detaljnih
tacaka krivine.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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ASIMETRICNA TEMENA PRELAZNICA OBLIKA KLOTOIDE

Duzine prelaznih krivina su
razlicite, Ly # L.
Kruzni luk 1zmedu prelaznih

krivina ne postoji.

Vrednost skretnog ugla y
jednaka je zbiru t; + 7, (11 # T3).

Dato: R, Ly, L,,y.

Nepoznato: elementi
klotoide za oba luka,
koordinate glavnih 1

wkrk  detaljnih tacaka krivine.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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KUBNA PARABOLA

Za razliku od klotoide, kubna parabola nije prava spirala i zbog toga se ne moze uvek koristiti. Medutim,
ona vrlo blisko aproksimira spiralu u odredenom opsegu, a prednost njenog jednostavnijeg izraza u
odnosu na klotoidu, koji olakSava proracune, dovela je do njene Siroke primene. U praksi, za duZine na

kojima se obicno koristi, moze se smatrati identicnom klotoidi, Cije su formule izvedene uz odredene
pretpostavke.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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KUBNA PARABOLA

»Jednacina kubne parabole 1zvodi se 1z jednacine klotoide
uvodenjem sledec¢ih aproksimacija:

cos(t) = 1, sin(t) = 1.

»Na osnovu navedenog moze se napisati

xzfcos(r)dlzfldlzl,

[? I3 x3
y = fsm(r)dl = frdl = fﬁdl = RL = IR

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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KUBNA PARABOLA

»Sa porastom duzine kubne parabole, povecava se
vrednost ugla 7, tako da ova aproksimacija dovodi do
neprihvatljivog odstupanja sracunate vrednosti ordinate
y; na kraju prelazne krivine.

»Shodno tome, u praksi se koristi formula za prostu kubnu
parabolu
1 R

- m . ¥ = cx3 [ < —
y=mrme R, ¥ v e3y

gde je m parametar kubne parabole, [, apscisa krajnje
tacke prelazne krivine, R poluprecnik krivine, a x 1y
apscisa 1 ordinata proizvoljne tacke na prelaznoj krivini.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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ELEMENTI KUBNE PARABOLE

R-l, = C = const.

HE =1,/3

Podrucje primene kubne parabole
jeod7; =0 dot, =24°0541".

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.

PP — pocéetak prelazne krivine
KP=B — kraj prelazne krivine
R — poluprecénik kruznog luka
[, — apscisa tacke KP=B

y; —ordinata tacke KP=B

a — udaljenost PP od teorijskog

pocetka kruznog luka

f —pomak kruznog luka zbog

umetanja prelazne krivine

T; —ugao 1zmedu tangente u

tacki KP=B 1 glavne tangente

ANALITICKA RAZRADA PROJEKTA

InZenjerska geodezija 1



mailto:mpejovic@grf.bg.ac.rs

ODREDIVANJE ELEMENATA KUBNE PARABOLE

3- [
= arctg( lyl),odnosno T; = arctg (Z_x)
X

a=ly—R-sin(r), f=y —R(1-cos(r))

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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ODREDIVANJE KOORDINATA DETALJNIH TACAKA

»Pravougle koordinate tacke i na proizvoljnoj udaljenosti
L; od pocetka parabole racunaju se na sledeci nacin:

(_R
I
-
N
L
N~
N
A
N\
N\
«
Y 4
&
m

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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SIMETRICNA PRELAZNA KRIVINA OBLIKA KUBNE PARABOLE

W Li=Lly=L

Tl =T =Ty
a > 2Tl
Dato: R, L, .

Nepoznato: I, y;, a, f,

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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ODREDPIVANJE ELEMENATA SIMETRICNE PRELAZNE KRIVINE OBLIKA KUBNE PARABOLE

0 T.. Hlementi kubne

kpk, parabole l,y;,a,f, 1
odreduju se pomocu

prethodno prikazanih
formula.

U narednom koraku
odreduju se sledeci elementi:

Tg=R+f) tg(3)+a

] R+f
f =180 —a,b = = — R,
COS(Z)
p=R.7z. 2220, o
- TTT80° '

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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ODREDIVANJE KOORDINATA GLAVNIH TACAKA SIMETRICNE PRELAZNE KRIVINE

OBLIKA KUBNE PARABOLE
Dato: Y, ., X7, Yy ,Xr ,Yr ., X7 1glavnl elementi prelazne krivine.
Nepoznato: Yppk, Xppky» Yipi, Xkpiy Yekk Xpkks -0 Ykpky XkpKy Yo, Xo-
Yppg, =Y, +Tg - sin (VT: 1), Xppk, = X1, + Tg * cos (VT: 1)
Yep, =Yr, +Tg - sin( T"“) , Xgpk, = X7, + Tg - cos (VT““)
Ysk =Yr +b-sin (VT"‘l + ﬂ/Z), Xsk = Xr, + b - cos (VT:‘l + 3/2)

Yo=Y +(R+b)- sm(v +ﬁ/2) XO=XTn+(R+b)-cos(v;:"1+ﬁ/2)

Yepk, = Ypgx = Y, + (Tg — L)) - sin (VT ) y; + sin (vT =90 )
Xkprk, = Xpxkx = Xr, + (Tg —L,) - cos (an ) + y; - cos (VT:_l — 900)
Yppk, = Yexx = Yr, + (Tg — I,) - sin (VT 1) + y; - sin (v;;"ﬂ + 900)

— n Tn ©
Xppk, = Xgkx = X1, + (Tg — L) + cos (an“) + y; - cos (anH + 90 )

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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ODREDIVANJE KOORDINATA DETALJNIH TACAKA SIMETRICNE PRELAZNE KRIVINE

OBLIKA KUBNE PARABOLE

Dato: Yy, Xy _,Yr ,X¢ , Yy, X7 ., glavnl elementi 1 koordinate
glavnih tacaka simetri¢ne prelazne krivine oblika kubne parabole.

Nepoznato: Y;, X5, Y5, X5, ..., Y, X,

Pravougle koordinate, odnosno apscise x; 1 ordinate y;, detaljnih
tacaka odreduju se na osnovu prethodno prikazanih formula.

Yi = Yppg, + x; - sin (v;:_l) + y; - Sin (v;::_l — 900)

Xi = Xppg, + x; - cos (V;E_l) + y; - coS (v;:_l — 900)

Tni PPK,

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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HVALA NA PAZNIJI

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InZ.
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