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З А Д А Т А К    2

	За потребе праћења слегања објекта „НН“ потребно је оценити висине репера са оценом тачности и мерама квалитета мреже за случај:
· Датум мреже је дефинисан минималним трагом на свим тачкама,
· Датум мреже је дефинисан висином репера __________________.

Стандард мерења висинске разлике на станици је .
Скица мреже:
[image: ]
Математички модел геодетске мреже
Изравнање геодетских мрежа је заснована је на математичком моделу који представља математички опис претпоставки о мерењима и њиховој функционалној вези са непознатим параметрима (најчешће координатама тачака). Изравнање геодетских мрежа нам омогућава да добијемо статистички најбољу оцену непознатих параметара, као и оцену тачности непознатих параметара и мерених величина (или боље рећи оцену прецизности). Поред тога, изравнање мреже нам пружа и својеврсну контролу мерења у геодетској мрежи. Ако нам статистички тест адекватности модела потврди адекватност функционалног и стохастичког модела, ми можемо рећи и да мерења нису оптерећена грубим грешкама и да су нам претпоставке везане за функционални и стохастички модел адекватне.  Математички модел који се најчешће користи приликом изравнања геодетских мрежа је Гаусс-Марковљев модел, који за оцене параметара модела користи метод најмањих квадрата (МНК). У наредном тексту ће бити детаљније представљен. 
Функционална веза између мерених величина и непознатих параметара  може се изразити као:
  
где су:
·  - величине које меримо у мрежи – мерене величине,
·  – резултати мерења – опажања,
·  - непознати параметри (константе) којих има .
Резултати мерења се могу представити као  , где величина  представља грешку мерења (опажање = права вредност + грешка), из чега следи . Величина ‘’’’ назива се поправка мерења и означава се са ‘’’’.
Слично томе, непознати параметри се могу представити као збир приближних вредности и диференцијалних прираштаја:
 ,  ,  , ............. ,  , 
где су:
 - приближне вредности;
.....  - диференцијални прираштаји непознатих параметара.
Како Гаус-Марковљев модел подразумева линеарност функција веза, тако функције које повезују мерења и непознате параметре (ако нису линеарне) се морају линеаризовати:

Како је  , следи да је:   .
Последње једначине називају се једначине (везе) поправака и у њима фигурирају:
  , (   ) – слободни чланови;
  , ( ) - приближне вредности мерених величина ‘’’’ добијене из приближних вредности непознатих параметара;
 ,  ,  , ....... ,  - познати коефицијенти.
Једначине (везе) поправака у матричном облику могу се написати као:

где је:
 – вектор поправака;
 – матрица коефицијената (Матрица дизајна);
 – вектор диференцијалних прираштаја непознатих параметара;
 – вектор слободних чланова.
Изнете функционалне везе дефинишу први део Гаус-Марковљевог модела који се зове функционални модел.
Геодетска мерења подложна су разним непредвиђеним утицајима који се различито рефлектују на резултате мерења:  производе систематске грешке, корелацију мерења и слично. Од геодетског стручњака се очекује да те утицаје што боље проучи и да их узме у обзир приликом анализе геодетских мрежа. Неке претпоставке које се односе на природу мерења (резултате мерења) су неопходне, како би математички модел што боље репрезентовао стварно стање система какав је геодетска мрежа.
Основна претпоставка о мерењима, под којом важи метод најмањих квадрата, јесте да математичко очекивање грешке мерења буде нула:

Односно да грешке мерења следе нормалну расподелу, са математичким очекивањем нула и ковариционом матрицом мерења ‘’’’. Ковариациона матрица  описује степен варијације и коваријације мерења (опажања) и према томе дефинише други део Гаус-Марковљевог модела који се зове Стохастички модел. Општи модел ковариационе матрица подразумева постојање и познавање степена ковариације између мерења која су различите прецизности: , где  представља кофакторску матрицу мерења. Међутим, у пракси се најчешће користи случај када се претпоставља да су мерења некорелисана, па је матрица  представљена са матрицом  .  Матрица ‘’’’ је дијагонална матрица тежина и носи информације о степену поверења у одређено мерење у поступку оптимизације. Формира се тако што се сваком мерењу додели ‘’тежина’’ , као однос квадрата априори дисперзионог фактора и квадрата стандарда појединог мерења:   . Такође присутан модел је модел који претпоставља да су мерења некорелисана и једнаке прецизности.  У том случају је 
Тако се Гаус-Марковљев модел може сажето написати: 
      – функционални модел
    – стохастички модел
При чему су:
   –  Априорни дисперзиони фактор,
  – Коварициона матрица мерења,
  – Кофакторска матрица мерења.


Корак 1 - Формирање матрице дизајна функционалног модела
Функције веза
Пре изравнања потребно је формирати функције везе између мерених величина:
За опажане висинске разлике :



Изравната вредност висинске разлике  добија се, када се на резултат мерења  дода поправка 

Функционална веза између мерене висинске разлике и непознатих висина тачака изражава се линеарном функцијом облика


	Како је функција везе линеарна, из претходног израза директно произилази општи облик једначине поправке за мерене висинске разлике


	Ако се из практичних разлога уведу привремене вредности





онда општи облик једначине поправке за мерене висинске разлике постаје 

где је  слободни члан	




	На основу једначине поправака и правца нивелања (од i – до j) може се дефинисати правило: испред непознате  знак је – "минус", а испред непознате   знак је +  "плус". На основу овог правила непосредно са скице нивелманске мреже могу се написати (образовати) једначине поправака.


Формирање матрице дизајна
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Једначине поправака за мерене висинске разлике у нивелманској мрежи су:



                   
      ...


или у матричном облику

 			





Корак 2 - Формирање матрице тежина
Као што је већ речено у уводним теоријским поглављима, стохастички модел описује степен варијације и коваријације мерења. Међутим, услед недостатка информација о корелисаности мерења, најчешће коришћен стохастички модел описан је дијагоналном ковариационом матрицом, која ван главне дијагонале има нуле .  Матрица тежина  у поступку оптимизације (одређивања параметера/координата применом МНК) има задатак да одреди ниво поверења у одређено мерење, или другим речима, ниво значајности сваког мерења. Уколико једно мерење има већу тежину, у поступку оптимизације параметри ће бити „форсирани“ да се више прилагоде том мерењу (да поправка тог мерења буде мања).  
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У геометријском нивелману висинска разлика  између две тачке на физичкој површи Земље одређује се као збир појединих висинских разлика одређених на станицама 

	


где је  дужина између везних тачака на станици а  укупна дужина нивелања између две тачке.	


Из претходног израза следи варијанса висинске разлике  	
Ако претпоставимо да су све висинске разлике мерене истом прецизношћу


следи


Односно стандардна девијација



која карактерише тачност мерења висинске разлике.


	Ako je poznata tačnost merenja visinske razlike  onda u stohastičkim modelima izravnanja nivelmanskih mreža prema težine se određuju 

	



Проблем датума геодетске мреже










Када је дефинисан функционални модел (матрица ), односно стохастички модел (матрица ), оцена непознатих параметара (прираштаја координата непознатих тачака) према методи најмањих квадрата је једнака  , где je  , a . Међутим, геодетске мреже у инжењерским радовима се често анализираију као „слободне“. У том случају непознати параметри су координате свих тачака у мрежи и тада се јавља проблем датума геодетске мреже.  Проблем датума геодетске мреже проузрокован је појавом линеарно зависних колона у матрици . Тада је , где је  - број непознатих параметера. Величина  представља ранг функционалног модела, (односно ранг матрице ).

Величина  се зове дефект функционалног модела (мреже). Дефект функционалног модела једнак је минималном броју параметара неопходних за отклањање проблема датума геодетске мреже, односно за дефинисање датума геодетске мреже. Ти параметри називају се датумски параметри и њима се, у ствари, дефинише положај геодетске мреже у координатном систему. 

Проблем датума геодетске мреже проузрокује сингуларитет матрице нормалних једначина ‘’’’, а тиме и немогућност њене инверзије, па самим тим и немогућност оцене непознатих параметара. Према томе, начин на који ће се „избећи“ проблем датума, односно на који ће се дефинисати датум директно утиче на оцену непознатих параметара (прираштаја координата). У геодетској пракси, постоје два начина решавања датумског проблема:
„Фиксирање” параметара (класично дефинисан датум);


Увођењем датумских услова који омогућавају решење са минималним трагом матрице   (минимални траг матрице ).



Фиксирање параметара подразумева искључивање одређенеог броја параметара из модела, што интуитивно значи фиксирање мреже за одређене тачке мреже, тако што се за датумске параметре усвоје координате тих тачака. Класично дефинисање датума изводи се тако што се из матрице  искључе оне колоне које се односе на координате тачака које ће дефинисати датум мреже. Дефинисиањем датумских параметара отклања се дефект мреже, односно, матрица  постаје матрица са потпуним рангом колона . Након отклањања проблема датума, може се приступити оцени непознатих параметара за класично дефинисан датум:



 , где je  , .

Дефинисање датума минималним трагом матрице  постиже се увођењем одређених датумских услова. Интуитивно, то представља везивање мреже за координатни систем преко геометријског тежишта мреже.

	

Траг квадратне матрице једнак је збиру елемената на главној дијагонали и означава се са . Збир елемената на главној дијагонали кофакторске матрице може послужити и као мера тачности мреже.












Дефинисање датума минималним трагом матрице  остварује се увођењем матрице датумских услова . Димензије матрице датумских услова  су  где је - дефект мреже (у случају 1Д мреже је ), а - број непознатих параметара. Минимализација трага матрице   може се изводити и на делу тачака, самим тим и на делу матрице .
	
Дефинисање датума минималним трагом матрице  има за ефекат равномерну распоређеност грешака у мрежи око њеног тежишта, што се манифестује кроз приближну јендакост мера прецизности. Тако дефинисан датум повишава степен хомогености тачности у  мрежи.




Матрица датумских услова која испуњава услов минимизације трага матрице  може имати различиту форму, а једна од њих је следећа:
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	 - број репера у мрежи,



Након што је формирана матрица , инверзију матрице  можемо добити на следећи начин:


	

Напомена: Инверзија матрице која се добија на овај начин зове се псеудоинверзија, и означавамо је са . Да би се направила разлика у односу на резултате добијене са класично дефинисаним датумом, оцене при датуму дефинисаним минималним трагом означавамо са „~“.



Након отклањања проблема датума, може се приступити оцени непознатих параметара за датум дефинисан минилалним трагом:



 , где je  , 


Оцена поправака мерења
Према функционалном моделу, поправке мерења једнаке су:
· У случају класично дефинисаног датума:


· У случају датума дефинисаног минималним трагом:



Оцена дисперзионог фактора
· У случају класично дефинисаног датума:


· У случају датума дефинисаног минималним трагом:
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	Напомена: Поправке мерења, а тиме и оцењени дисперзиони фактор су инваријантне величина, што значи да су непроменљиве у односу на промену датума.
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Глобални тест или тест адекватности модела (Гаус-Марковљевог модела)
Глобалним тестом адекватности модела контролишу се и функционални и стохастички део модела. Такође проверава се да ли постоје неоткривене грубе грешке. 
Тест гласи:


примењује се F тест


[bookmark: MTBlankEqn]у случају да је :	


у случају да је :	
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Уколико глобални тест „не прође“ (уколико усвојимo алтернативну хипозезу), узрок можемо тражити управо у неадекватности функционалног и стохастичког модела, односно у постојању грубих грешака. Грубе грешке у мерењима обично проузрокују велику разлику између  и . Исти је случај када приближне координате нису довољно добре (што није случај у овом задатку). Уколико разлика није велика, решење можемо потражити у стохастичком моделу. На пример, уколико је   веће од  и тест покаже да модел није адекватан, то нам указује да су нам мерења изведена са слабијом прецизности од оне коју смо усвојили приликом креирања матрице P.  Аналогно, уколико је  мање од , то нам указује да су мерења изведена са бољом прецизности од оне коју смо усвојили приликом креирања матрице P. 
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Уколико тест адекватности модела покаже несагласност две варијансе  и  (тј. уколико не прође), анализом поправака мерења, може се претпоставити да у мерењима постоји груба грешка. Један од општеприхваћених тестова за лоцирање резултата мерења који је оптерећен грубом грешком, је Baarda-in Data-snooping тест. То је појединачни итеративни тест. Он полази од претпоставке да у мерењима постоји само једно опажање оптерећено грубом грешком. Појединачни се каже, јер се мерења појединачно анализирају, тако што се формира тест статистика за свако мерење. А итеративни, јер се полази од претпоставке да је само једно мерење оптерећено грубом грешком. Ако тест статистика покаже да има више мерења оптерећених грубом грешком, одбацује се само једно (оно које највише одступа) и понавља се поступак изравнања.

	



Напомена: Пре тестирања појединачних мерења на присуство грубих грешака, препорука је да се за појединачни тест усвоји модификован ниво значајности , који се рачуна према формули , где је усвојени ниво значајности, а - број мерења.  



Хипотезе Data-snooping теста гласе:


: Опажање  садржи грубу грешку


:  Опажање   не садржи грубу грешку
Тест статистика гласи:


Тест одлука гласи:


 прихвата се  хипотеза 


 прихвата се  хипотеза


Оцена непознатих параметара са оценом прецизности
Оцена непознатих параметера

Оцењене коте репера добијају се када се на приближне коте додају оцењени непознат параметри модела, односно прираштаји кота репера ().



Оцена прецизности репера
Прецизност геодетских мрежа представља статистички квалитет оцена величина ( функција или непознатих параметара). Оцена прецизности репера нам даје информацију о квалитет оцене висине репера. тј. у ниво наше несигурности познавања кота репера. Као мера прецизности оцењених висина репера најчешће се користи стандардна девијација висине репера.
Основни извор информација о прецизности непознатих параметара у геодетској мрежи је ковариациона матрица непознатих параметара. Уколико за рачунање коваријационе матрице непознатих параметара користимо оцењену вредност дисперзионог фактора (стандардне девијације јединице тежине) тада говоримо о емипиријској оцени коваријационе матрице:


На дијагонали ковариационе матрице  налазе се стандардне девијације непознатих параметара:




где је  априори стандардна девијација, а  су елементи на главној дијагонали симетричне матрице кофактора непознатих параметара 


Након израчунатог стандардног одступања по координатним осама може се израчунати и стандардно одступање тачке по положају: 


Оцена мерених величина са оценом прецизности



Оцена мерених величина своди се на оцену поправака () и оцену изравнатих вредности мерења (). Основна оцена прецизности мерених величина је оцена дисперзионог фактора . Према томе, од мера прецизности које карактеришу мерене величине могуће је дати следеће:


Kовариционa матрицa поправака , где је кофакторска матрица поправака мерења;


Kовариционa матрицa оцењених мерења , где је   - кофакторска матрица оцењених мерења;


Креирање извештаја о изравнању геодетске мреже
Када глобални тест адекватности модела покаже да нам је модел адекватан (односно када усвојимо нулту хипотезу) можемо констатовати да имамо дефинитивне оцене непознатих параметара, а тиме и оцену поправака и дисперзионог фактора. Све док тест статистика теста адекватности модела то не покаже не можемо усвојити резултате као дефинитивне. Након тога, потребно је формирати Извештај о изравнању мреже. Генерално извештај о изравнању мреже садржи следеће информације:
1. Заглавље са следећим информацијама: 1) број мерења; 2) број непознатих параметара; 3) број тачака; 4) начин дефинисања датума; 5) оцена дисперзионог фактора; 6) Apriori дисперзиони фактор; 7) глобални тест адекватности са закључком.
2. Табела 1: Оцена непознатих параметара са оценом тачности
	Репер
	

	

	

	


	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	



Где су:
· 

 - оцењени параметри - прираштаји кота репера (елементи вектора непознатих параметара )
· 

 - оцењене коте репера ()
· 
 - oцене стандардне девијације висина репера
3. Табела 2: Оцена мерених величина са оценом тачности
	Oд
	До
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Где су:
· 
 - поправке мерења,
· 

 - оцењене вредности мерених величина (),
· 
 - дијагонални елементи коваријационе матрице мерених величина,
· 
 - локална мера унутрашње поузданости,
· 
- маргинална груба грешка
· 
 - контрола изравнања
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